
Präsenzaufgaben

(a) Ein - Teilchen Problem in 3D → 3 naive Freiheitsgrade
1. Formulieren d . Zwangsbedingungen
(i) Perle auf Ring : IF / = R lhdouom - shkrouoml

Iii) Ring rotiert gleichf. nmz -Achse : 4¥41 ) = Rt lkolouom - rkeouom )

⇒ 3-2 = 1 Freiheitsgrad

2. Wahl von Koordinaten

→ Kugel Koordinaten r = R
, Y = Rt

sind festgelegt
→ generalisierte Koordinate : Q



(b)

3.1 Aufstellen d. hin
. Energie

T = f- µ jz

mit

dir = hr drin + ho. DOÖ + he die ü

ü
drin + RDOÖ + rsin D- die Ü

⇒ in = irr + RÖÖ + rsin Ü
= 0 + ☒ÖÖ+ Asia# Ü
E- RYÖ,_ sisiüo)

⇒ 1- = Ein RYÖ? sisi:O)

3.2 Potentielle Energie
→ Schwerefeld : F- = - mg Ä =

- BVK)

⇒ VIE) = mgz =

mg Ras D-

3.3 Lagrange funktion
L -- T - V -- EHE-izs.IO/-mgRcos0--

4 Bewegungsgleichungen
D=¥ ¥

,
_ 2¥ = MRZÖ - mpiisin0-cosf-mgRs.no

⇐ Ö = sin D- (Rios -0+2-1 H



(c) Lösung hier analytisch schwierig . Dennoch qualitative
Diskussion mgl .
Suche stabile GGW - Lagen , d. h . Lsg . d. Form

0-41--0-0 trt

⇒ 0 =

!

Ö ¥,
sin -04%0 + FR )

⇒ Kandidaten für GGW - lagen
g.0-1=0 ,

= IT
, Q}

= IT- arcos RßT

Um Stabilität zu untersuchen , müssen wir kleine Störungen
um die 6GW - Lagen betrachten : -041=0%-1 EH )
mit {<< 1 . Das GGW ist stabil , falls
Ö = - ✗ E , & > 0

141mit E = Eo ,☒=D

" f- *äii
"

(Betrachte AB E ④ = Eo > 0 , Elo) = O :

⇒ EIH - Eo = ? EDIE = -Esot
'

< O )
t klein -

Es ist instabil falls t

[ = ✗ E , ✗ >0
.

Linearis in Gleichungen
:

SinHot E) = Sin A) + Ecos 0-0+064
Cos (0-0+4 = GSI ) - { sin0-0+064
Damit :



0-1=0 : Sin (E) = E , Costa ) = 1

Ö = ä = { µ:&) ⇒ instabil

←

D- z = IT : Sin 4-+ E) = - E , los ④+ E) = - 1
Ö = ä = - El G- - 14

für R < Gf haben & u. E Verschiedene VZ

→ stabil

für R > 1£ : instabil

-0s = IT - arcos%-) :

existiert nur falls R > off (da arccos :[ 1,1]→ [0,1T]
linearisierte BWGL

⇒ / ET / < 1 )
ä = (Sin 0-3-1 Ecos Q) . / Ricos 0-3 - ES sinQ +9¥

Es
RST
-

= bin 0, + EGEY-fssin0-slordu.nu
g E
"

= - Er
'

sin
' Es +0¥ = - ER

' / 1 - GE )
F- asus T



→ für R > glp ist Q, stabil



(a) Zwangsbedingung IN = R bedeutet Bewegung auf Kugelschade

Anschauung :

seien FIT) u . ÄH mit Zwangs bed .
kompatible Trajektorien , die nur infinitesimal +¢,

loueinandr entfernt sind
.

= MHHH

Dann sind virtuelle Verrückungen
SAH :-. ÄH - FH

tangential zur Kugeloberfläche , also STEHEN
Wir zeigen also F. Sri = 0

Betrachte dafür das Funktional

FMH) : = 4)
'
= FH) - FH) = R

'

,
ltto

und eine iuf . Verrückung SFA ) :

FEH + SMH) = lrttotisrltdllrltotsiltd )
= HIHI

'

-12r-H.si#+lSrYto)I---srltD



⇒ bis 1. Ordnung in SF haben wir :

241 .si#--fIrlH+SrltD-fIrltD
= RZ - RZ
= 0

wobei wir ausgenutzt haben
, dass die Verrückung infinitesimal ist

und dass diese die Zwangs bed. erhält .
Daraus folgt die Bek . , da to beliebig ist

.

(b) D'Alembert 'sckes Prinzip : ZwangsKräfte verrichten keine

Arbeit unter virtuellen Verrückungen :
SW = E.si = (Ü - F) Sri =:O

p T

Zwanghafte Ä = Ütz

wobei Ü = -mg E die äußere Kraft ist

In Komponenten / Ä = mir ) :

- müsx - mijsy - Img -im E) Sz = 0 4)
Aus (a) :

O = F. Sri = ✗ Sx + ysy + 2-Sz ☒* )

Mit ☒x) ,
- 2- fz = ✗ SX + y Sy ,

ersetzen wir zfz in 41 :

o-zii-x-z-y-fgi-E-x-ysyl-fzj-ixlg-ED.SE- zj -11g + E) g) Sy
trsxisy .



⇒ 0 = ✗ g- 2- Ii + ✗ Ä

| gekoppeltes
0 = yg - zj + yä System um

und ✗
'

+ y
?
+ z
?
= 0 ODE

leichter zu lösen : $41 u . 041 als generalisierte Koordinaten

verwenden u . Lagrange - Gleichungen 2. Art lösen .


