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Kombinatorik: Uberblick

Menge der Elemente =
{A,B,C},

Treten
Ele-
Reihen- ment

Anzahl gewahlter Alle Ele- folge mehr-
Elemente: k =2 (erst ab mente beachten fach
Variation) Formel dabei? K auf?

Permutation [A,B,C] [A,C,B] [B,A,C]

ohne n! IE IE Nein
Wiederho|ung [BICIA] [CIAIB] [CIBIA]

Permutation AAB: nl

mit AA,BI[ABA] [BAA N Ja Ja Ja
Wiederho|ung [ Y ] [ 1Dy ] [ 1\ ] Ny +ny,t+ -

Variation ohne | [A,B] [A,C] [B,C] [B,A] [C,A] n! , .
Wiederholung | [C,B] (n—k)! Nein Ja Nein
Variation mit [A,A] [B,B] [C,C][ABI[AC] K Nein Ja a

Wiederholung | [B A] [B,C] [C,A] [C,B]

Kombination n
ohne [A,B] [A,C] [B,C] ( ) Nein Nein Nein
Wiederholung

Kombination | ra A1[B B] [C,C][AB][AC] |(n+k—1)!

mit B.C — Nein Nein Ja
Wiederholung [B.C] (n— 1!« k!
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Ubung: Kombinatorik

Wie viel ,Ziffern” mit allen 5 Zahlen
kédnnen Sie aus den folgenden 5
Zahlen bilden?

2 1 2 1 2

Permutation mit
Wiederholung:
10 (51/2!*31)

Losung: | 1 | O

Wie viel ,Worte” kann man bilden?

ABCDE

(Buchstaben streichen, wenn er bereits verwendet wurde.
Worter miissen keinen Sinn ergeben und Buchstaben
kommen nicht doppelt vor.)

Variation
ohne

Wiederholun

Losung: | 2 | O
g: 20 (5!1/3!)
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Ubung: Kombinatorik

Jetzt gibt jeder jedem die Hand!
Wie viel Handschlage gibt es?

Regentag einen Schirm. Wie
vieI Moglichkeiten fur alle drei
Tage habe ich?

sty i) ©

x x Mi | Variation mit
Wiederholung:
Kombination x .. ’ ’ 64 (473)

] (" Ich wahle zufdlligjeden )

ohne ) )
Wiederholung: ~ Losung: |4} 5 Losung: | 6 | 4
45 (10 Uber 2)
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Ubung: Kombinatorik

Kombination
mit

Wiederholung:

20 (6!/3!*3!)

Wie viel verschiedene
Nester konnte ich da
malen?

Losung: | 2 | O

Eine Moglichkeit die Autos
anzuordnen sieht so aus. Wie viele
gibt es noch?

Permutation
ohne
Wiederholung:
24 (4))

Losung: | 2 | 4
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Der Zufall, Zufallsexperiment, Ereignis

Ein Zufallsexperiment: bei Wiederholung des Experiments erhalt man immer
die ahnliche Ergebnisse. Man kennt die moglichen Ergebnisse, aber genaue
Vorhersage ist unmoglich.

Wie wahrscheinlich ist a.) Kopf bei der Munze, b.) eine 6 beim Wurfel und c.)
eine 0 beim Roulette?

Wahrscheinlichkeiten flr das Auftreten eines konkreten Ereignisses (Ergebnis):

0,5/% 1/6 1/37

S'i B4 A 5

= 5,

e of| & %

® O o 4

® O ) &

Dty

Wie lautet die Menge aller Ereignisse: $45) B
Kopf / Zahl 1,2,3,4,5,6 0,1,2345,..36
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Quiz Uber Glucksspiele

Im Lotto ist die Zahlenfolge 1,2,3,4,5,6 genauso wahrscheinlicher wie
Reihenfolge 6,12,23,34,35,47

2 Man kann vorhersagen welche Zahl beim Roulett als nachstes kommt. X
3 Wer 10 Jahre erfolglos Lotto spielt wird demnachst bestimmt Gluck X
haben.

4 Die Wahrscheinlichkeit, ob ich eine Klausur bestehe oder nicht, obich X
beim Ful3ball ein Tor schiel3e oder nicht oder ob ich einen Job
bekomme oder nicht betragt nie genau 50:50.

5 Seltene Ereignisse - wie besonders viel NUsse in einer Tute mit Nussen X
- treten nur auf, wenn irgendwas besonderes geschehen ist. Normal
ist das nicht.

6 Wenn ich beim Wurfeln drei Sechsen hintereinander wurfle, wird der X

nachste Wurf sicher auch eine Sechs.
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Von Kombinatorik zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
Laplacescher Wahrscheinlichkeitsregel

o _ Anzahl der gunstigen Falle Laplacescher
Wahrscheinlichkeit = — - — P Wahrscheinlichkeitsregel
Anzahl aller moglichen Falle Wenn alle Einzelergebnisse
die gleiche

Wahrscheinlichkeit haben.

Beispiel: Berechnung von Wahrscheinlichkeit (P) beim Roulett
a. PfarZahlO
b. P fur rote Zahlen

Losung
a. P==o0der0,02722,7% @9‘!@2@@
% s %,
18 3 .
b. p=22 2 (5
57 o th
.& 6
“orams™
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Gegenwahrscheinlichkeit A: |

Ausgangproblem: Wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, keine Sechs zu wurfeln?

A = Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu wurfeln = 1/6

A=1-A4=1--
6

Venn-Diagramm
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Gegenwahrscheinlichkeit A: I

Ausgangsproblem: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass zwei zufallig
ausgewadhlte Personen am gleichen Tag Geburtstag haben?

Umgekehrte Formulierung des Ausgangsproblems: Wahrscheinlichkeit
das eine zwei Personen nicht am gleichen Tag Geburtstag haben:

Erste Person hat an einem Tag von 365 Tagen Geburtstag 365/365 = 1

Die zweite Person muss nun an einem der restlichen 364 Tage Geburtstag
haben 364/365

Wahrscheinlichkeit fur alle Ereignisse 1 = P(A) + P(A) SElhnezlill\llZ?wE;t

_ 365 far 1. Person

Wahrscheinlichkeit A: P(A) = et = ist die Wahrscheinlict

: : : Einzelwahr-
beide nicht am gleichen Tag Geburtstag haben. scheinlichkeit
Gegenwahrscheinlichkeit A: P(A) = 1-A. 1- = 0,0027 ist die far 2. Person

Wahrscheinlichkeit, dass beide am gleichen Tag Geburtstag haben.
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Ubungen Pfadregeln

Fur folgende Aufgaben zeichnen Sie das Baumdiagram auf.

1. Wahrscheinlichkeit bei zwei Mal wurfeln fur zwei Sechsen hintereinander?

2. Wahrscheinlichkeit bei zweimal Wurfeln fur eine Sechs und eine Eins?

3. Stellen Sie ihren Nachbarn eine weiter Aufgabe.
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Bedinge Wahrscheinlichkeiten: Als Textaufgabe

Deutsch- Eine Textaufgabe kdnnte lauten:

Von 45 Schulern haben 24 Schuler in Latein eine Ill.
Nur ein Schuler hat in Latein ein | und in Deutsch ein X.
13 weitere Schuler haben in Deutsch ein X.

note

6 214 Schuler haben ein X (13+1)

Insgesamt haben 6 Schuler eine | in Latein.

15 | Von allen mit einer | haben 1/3 einY. > 1/3von 6 = 2.
24 Die letzte Zahl in der erste Reihe ist die 3.

1/9 aller Schulern haben in Deutsch und Latein mittlere

I 6
1 7

Latein-
note

—~loo|lun|N| =<
=[O~ |W|IN

14 6 | 45 | Ergebnisse.

Mittlere Ergebnisse =1l und Y ->1/9 von 45 =5,

15 Schuler haben eine II.

In der Gruppe der Schuler die ein Z geschrieben haben,
ist nur ein Schuler mehr alsinY. - (45 -14)/2 > 15,5 da
nur ganze Zahlen moglich sind > 15 und 16.

Und so weiter.
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Vergleich Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und

bedingte Wa

hrscheinlichkeit

Szenario: Eisladen, hat Anteil von 40 Schokoeis und Rest Vanilleeis.

Vom Schokoeis wi

ir 80 % verkauft. Vom Vanilleeis 70 %.

Totale Wahrscheinlichkeit:

0.4 Schoko
' Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit
insgesamt (total) fur den verkaufte Eis?
1.+ 2. Pfadregel:
0.6 Vanille :
o3  Nicht P(Verkauf):0,8*0,4 + 0,7%0,6 = 0,74
'~ | Verkauf |
' ) Bedingte Wahrscheinlichkeit:
0,84 Verkauf
Schoko }{; : : Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit far ein
0.4 0 Nicht verkauftes Eis, dass es Schokolade ist?
< | Verkauf |
' ‘ .... (ndchste Folie)
0,71 Verkauf
0,6 Vanille ’<i Nicht g
0.3 | Verkauf |
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Bedingte Wahrscheinlichkeit weiter rechnen

0,8 | Verkauf P(Schoko N Verkauf) = 0,4 % 0,8 =
0.4 Schoko
0.2 Nicht P(Schoko N Verkauf) =04%02= 0,08
' Verkauf
0.7 I' Verkauf P(Vanille N Verkauf) = 0,6 x 0,7 = 0,42
0,6 Vanille
Nicht P(Vanille n Verkauf) = 0,6 * 0,3 = 0,18
Verkauf
Tatel “
Tafel P(ANB)
P(AIB) = "5
Verkauft 0,32 0,42 0,74 P(SchokonVerk
P(Schoko|Verkauft) = ( CP?VO p < )auf)
Nicht 0,08 0,18 0,26 erkauf
verkauft - =
0,74
Spalten 0,40 0,60 1
%
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Bayesianische Statistik

Konnen Menschen in Baysianische Statistik denken?

Viele Studien weisen darauf hin, das Bayesianische Statistik fiur Menschen
fremd bleibt.*

Es gibt verschiedene Wege Baysianische Statistik zu lernen:

- Vorgabe von verschiedenen Fallen. Die Lernenden geben Schatzungen ab.
Dann erhalten sie die richtigen Ergebnisse.

- Lernen der Gesetz der grol3en Zahl.

Kann man das damit das Denken in Baysianischer Statistik erfolgreich
lehren/lernen?

Es gibt einige Versuche Baysesianisches Denken menschen beizubringen,
diese Studien haben aber wenig Erfolg.*

* Sedlmeier, Peter, Gigerenzer, Gerd Teaching (2001): Bayesian Reasoning in Less Than
Two Hours. Journal of Experimental Psychology: General Vol. 130, No. 3. 380-400
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung aus Text
Informationen ableiten

Kreditrickzahlung

Zahlen
nicht
zuruck

Zahlen
zuruck

10

90

Hohes
Risiko

30 %

20 %
=18

Niedrig
Risiko

Unternehmens-grolie

380 %
=72

Sie arbeiten in einer Bank. Anhand der
Daten der letzten 10 Jahre wissen Sie,
dass 10 % der bisherigen Kreditnehmer
ihren Kredit nicht zuruckzahlen. Sie
haben ein neues Rechenmodell, dass
Kunden in Hoch- und Niedrig-
Risikogruppen klassifiziert. Von den
Hochrisikokreditnehmer wurden 80 %
als Nicht-Zuruckzahlenden klassifiziert
und 20 % als Ruckzahlende.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit das
ein Kreditnehmer, der als hoch Risiko
Kreditnehmer eingestuft wird, seinen
Kredit nicht zuruck zahlt?

Wie gut eignet sich das Rechenmodell als
Prognose Instrument?
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung Bedingte

Wahrscheinlichkeit berechnen

Kreditrickzahlung
Zahlen Zahlen Summe Davon
nicht zuruck nicht
zuruck zuruck
zahlen

10 90

& | Hohes 80 % 20 % 26 Ca.31 %

:O . . _ _

= Risiko = =18

N

(-

=

= Niedrig 20 % 80 % 74 Ca3%

E Risiko = = 72

g

(-

-

BK %;‘Egj‘;‘?("“‘“‘L‘S‘ig“"‘il"’w g'ittrilkctiﬁpeﬁrrwisg?gaetﬁnu Dresden / Name Vorname des Vortragenden 19

Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018
Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE



Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung
Veranschaulichung

Absolute Zahl: 100

Zahlen nicht 10 Zahlen 90

Niedrig
Risiko 18 | Risiko 72

aleldg Niedrig

Risiko 8 Risiko 2
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung

Veranschaulichung
X . Hochrisiko Kredithnehmer
X
X | x . Hochrisiko Kreditnehmer, die
nicht zuruckzahlen
X | X
X | X . .
 Niedrigrisiko Kredithnehmer
X | X e .
 Niedrigrisiko Kreditnehmer,
X | X die nicht zurtckzahlen
X | X
X | X
X | X
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Bedingte Wahrscheinlichkeit: Ubung Krankheit

Angenommen, bei Ihnen wurde mit einem Test eine schwere Krankheit
diagnostiziert. Nun wissen Sie, dass diese Krankheit selten ist. Sie tritt bei 1000
Menschen nur einmal auf. Aullerdem wissen Sie, dass der Test nur zu 99
Prozent richtige Ergebnisse liefert. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass
Sie krank sind?

Wirklichkeit
Krank Gesund Summe | Davon krank
1 Person 999 Personen
199 % als krank 1 % falsch als krank 10,98
- .
© | erkannt eingestuft Personen
w | X |=0,99 Personen | =9,99 Personen
S| s [1%falschals |99 %als gesund 989,02
20| £ | gesund erkannt Personen
2 | 2| eingestuft = 989,01 Personen
L | Y[ =0,01Personen
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Diskrete Verteilung und
Wahrscheinlichkeiten



Mehrere Ereignisse hintereinander mit
Wiederholung/Zurucklegen

Beispiel: Von 10 1.Schraube 2. Schraube 3.Schraube

Schrauben haben =8/10*7/9

zwei einen Fehler. OK7/9 =0,623

W 2 OIS/ : : 8/10* 2/9

enn man =
Aus 3 C2/9
Schrauben wahlt, E|er#§nten ‘ J] 1=0,178
wie hoch i§t _die | n:rccvealﬁlaer;d ( A8/ | 1=2/10*8/9
2/10 ( )

sind? C1/9 =2/10*1/9

=0,023

Alle vier P zusammen = 1

Die Darstellung ist ungeeignet fur komplexere Probleme.
Daher verwendet man die Binominalverteilung (wenn die
Wahrscheinlichkeiten sich nicht in jedem Schritt andern.)
oder die hypergeometrische Verteilung.
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Ubersicht Unterscheide von Mindestens, Maximal und
Genau

Genau 2 x Kopf =~ Maximal 2 x Kopf Mindestens 2 x Mindestens 1
maximal 2 x Kopf

Vo*ka*ls + V¥ Vokls + (Va*1h*15) * 7 VaRVa* Yo + VoF o RV + (Ya*15*15) * 6
kLK — V*Va* Vs + 1o *Ya* Vs ~

V2*Y2*Y2 = 0,375 = 0,875 =0,75

Oder =05 Oder:

Oder Gegenwabhrs.

Binominalverteilung oder: (P fur maximal 2) - (P fur

100 % minus alle Ps bis ,maximal” 0).

Aufsummierung der genau 1x abziehen.

Einzel-Ps bis 2
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Wahrscheinlichkeiten Ubung

Beispiel: 3 Kugeln (1,2,3) mit Keine 1:
s a3
Zurucklegen. Alle Falle: 33 =27 224 22% 2228 5 8/27 oder

Maximal / Genau eine 1:
* * 0 0 .
1XX = 4 Méglichkeiten 2/3*2/3*2/3 (Gegenwahrscheinlichkeit)

X1X =4 Moglichkeiten Drei Mal 1:
XX1 =4 Moglichkeiten EPPPNe
4%3 = 12 -> 12/27 oder (1/3%2/3*2/3)*3 = /5™ /s* s oder 1/27

Mindestens eine 1: (einfache Multiplikation von

IXX = 4 Wahrscheinlichkeiten)

X1X = 4

XX1 = 4 A

11X = 2 2 3

1X1 = 2 5 7 5 " 7 5 5 7 5

X1l = 2 [ 1] 2 Sl 2 Il 2 3
1

S AN AN NN AN
i/ A Vs, s/ A Yo/ Y s Vs Yo/ Y s s
summe= 19

19/27 _JENEY JENEN JEREN JEIE) JENEN JENEN JENE) JENEN JENEl
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Binominalverteilung: Aufgabe

Ein Schutze hat eine
Trefferwahrscheinlichkeit von 50 %. Er
schiel3t 10 mal.

a) Wie lautet der Erwartungswert?

b) Wie wahrscheinlich trifft er genau
so oft wie der Erwartungswert (a)?

c) Wie wahrscheinlich trifft er
maximal 2 mal?

d) Wie wahrscheinlich trifft er
mindestens 3 mal?
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Losung
a)EX=n*p=5

b) (};) * v+ (1 —p)"*

= (V) +05% (1 - 05107

= 0,246

c) Wahrscheinlichkeit fur 1 mal
und 2 mal errechnen (0,170 und
0,044) und summieren = 0,054

d) Gegenwahrscheinlichkeit von c:
1-0,054 = 9,95
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Hypergeometrische Verteilung: Ubung |

Eine Firma produziert Stifte und behauptet, dass 3 Prozent der Stifte defekt
sind. Sie kaufen eine Stichprobe von 4 und stellen fest, dass 1 Stift defekt ist.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, unter 4 genau einen defekten zu finden?
Glauben Sie dem Garantiversprechen der Firma?

() G2

()

D)

(y)

=0,113 - 11,3 %
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Hypergeometrische Verteilung Ubung I

Ubung: Berrechnen Sie die (g)*(49—6)

Wahrscheinlichkeit fiir 3: (43)_3 =1,76 %
0,1,2,3,4, 5 und 6 richtige 6
beim Lotto mit 6 aus 49 (6)*(49‘6)
Zahlen. 4,4 2861’ = (0,097 %
()
(6)*(49—6)
Losung 522 28=22 = 0,00184 %
(6)*(49—6) ( 6 )
0: -2 48"0 =43,6 % (6)*(49—6)
(6) 6: <6 (43)—6 = 0,00000715%
6\ (49—6 6
1: (1) gg—l) =41,3%
()
6\ (49—6
2 Wlea) 435
()
BK %;‘Egj‘;‘?("“‘“‘L‘S‘ig“"‘il"’w ;i[trikciﬁ?;;a;;?ga;ﬁﬂu Dresden / Name Vorname des Vortragenden 29

oooooooooooooooooooooooooooooooo Ort oder Anlass des Vortrags // 13.01.2018
Creative Commons: Attribution-NonComercial CC BY-NC



Ubersicht: Wahrscheinlichkeitsmodelle

Wonach ist gefragt? Diskrete Verteilung Stetige Verteilung

P fur bestimmte Anzahl? | Binominialverteilung | Poissonverteilung
i (Annaherung far
Hyper.geometrlsche Binominalverteilung bei groRen
Verteilung Stichproben und kleiner
Wahrscheinlichkeit; auch fur seltene
Ereignisse)
Wann etwas das erste Geometrische Exponentialverteilung
Mal auftritt. Verteilung
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