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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und

deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.
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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und
deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.

Ein Beispiel fur die Element von SPy ,, sind so genannte verschrénkte (truncated) Polynome:

(x (x — p;)" falls x = p;,
~P)Y = 0, sonst

Truncated polynomial (x -pi)f
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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und
deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.

Ein Beispiel fur die Element von SPy ,, sind so genannte verschrénkte (truncated) Polynome:

(x (x — p;)" falls x = p;,
~P)Y = 0, sonst

Die n-te Ableitung S™ eines Splines aus SP; ,, fuhrt zu einer Stufenfunktion mit Spriingen an x;.
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1

Ein Spline S kann daher wie folgt ausgedruckt werden:

N n
S = D M=+ D Ay
i=1 =0

Die Gewichte 44, ..., 1, y+1 Werden Uber ein lineares Gleichungssystem bestimmt, ahnlich der
Polynom-Interpolation / -approximation,
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1

Ein Spline S kann daher wie folgt ausgedruckt werden:

N n
S = D M=+ D Ay
i=1 =0

Die Gewichte 44, ..., 1, y+1 Werden Uber ein lineares Gleichungssystem bestimmt, ahnlich der
Polynom-Interpolation / -approximation.

Zumeist liegen nur ein Messwert y; pro Knoten x; und damit nur N Randbedingungen vor. Um das
0.g. Problem I6sen zu konnen, werden n + 1 zusatzliche Randbedingungen bendtigt. Im Fall von
n = 2m — 1 konnten diese z.B. sein:

S®(x) =85O (x)=0k=m,..,.n—1
Splines, die diese Bedingung erflullen werden als natlirliche Splines bezeichnet, der zugehorige
Raum SPNp ,,.
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Warum sind Splines so nutzlich?
Liegen die Werte y; an den Punkten x; miti = 1, ..., N vor, so gilt fir den Spline S € SPNp ,, der
Sx)=yii=1..,N

interpoliert, dass er folgenden Ausdruck minimiert:

min ijlf"(x)lzdx

f interpolates p J,,
(Minimierung der n-ten Ableitung der Interpolationsfunktion).

Diese Splines werden auch als kubische Splines bezeichnet und kombinieren den einfachen
Charakter von Polynominterpolation mit zusatzlicher Stabilitat und geringerer Oszillation.
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Warum sind Splines so nutzlich?
Liegen die Werte y; an den Punkten x; miti = 1, ..., N vor, so gilt fir den Spline S € SPNp ,, der
Sx)=yii=1..,N

interpoliert, dass er folgenden Ausdruck minimiert:

min ijlf"(x)lzdx

f interpolates p J,,
(Minimierung der n-ten Ableitung der Interpolationsfunktion).

Diese Splines werden auch als kubische Splines bezeichnet und kombinieren den einfachen
Charakter von Polynominterpolation mit zusatzlicher Stabilitat und geringerer Oszillation.

Eigenschaften:

*  f(x) ist kontinuierlich und min. n — 1-mal stetig differenzierbar

* Globaler Interpolator

« Extrapolation ist konzeptuell moglich (hier konnen dann aber Oszillationen auftreten)
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Wenn man annimmt, dass ein regelmaliges Gitter von Knoten vorliegt, lasst sich der 1D-Ansatz
zu Splines auf beliebige Dimensionen erweitern. Im Allgemeinen liegen Daten aber nicht auf
einem solchen Gitter vor. Hier mussen andere Ansatze verwendet werden. Eine Option hier sind
so genannte radiale Basisfunktionen (radial basis functions | RBF).

Liegen die Werte y; an den Punkten x; € R? miti = 1, ..., N vor, dann kann man mit einem so
genannten thin plate spline der Form

N
S = ) A(x - x))

mit ®(r) = r?In(r), welche
S(xl) = yi,i =1,..,N

interpoliert, ist die Interpolationsfunktion, welche folgenden Ausdruck minimiert:

min f|a FOO?| 4 |0y, 05, f (2| + |02, F (x)?|dx.

f interpoliert

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg



Al
QOAK

&
-]
\_—

5
K

PEige®™

2
A0

“. =

Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion @:[0,) — R die zu einer Funktion der Form ¢ (x) = ®(|x|) fuhrt, die nur von

der Lange eines Vektors abhangt, kann als radiale Basisfunktion bezeichnet werden.
Typischerweise sind weitere ,gutartige” Eigenschaften wie z.B. positive Definiertheit, gewunscht.
Eine Approximationsfunktion basierend auf diesem Ansatz ist immer der Form

N
S(x) = z Aidi(x)
i=1

mit ¢;(x) = ¢(|x — x;]) und S(x;) = y;,i =1,...,N.
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion @:[0,) — R die zu einer Funktion der Form ¢ (x) = ®(|x|) fuhrt, die nur von

der Lange eines Vektors abhangt, kann als radiale Basisfunktion bezeichnet werden.
Typischerweise sind weitere ,gutartige” Eigenschaften wie z.B. positive Definiertheit, gewlnscht.
Eine Approximationsfunktion basierend auf diesem Ansatz ist immer der Form

N
S(x) = z Aidi(x)
i=1

mit ¢;(x) = ¢(|x — x;]) und S(x;) = y;,i =1,...,N.

Haufige verwendete positiv definite Basisfunktionen sind z.B.
®(r) = e~%"*, (Gaussian)
1
®(r) = (r? + a?)z, (Multiquadric)
1 .
d(r) = g (Inverse Quadric)
®(r) = r?In(r), (thin plate)

Andere mogliche RBFs (z.B. mit kompaktem Support) sind komplexer.
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion &: [0 oo) - R d|e zu einer Funktlon der Form cp(x) = CI>(|x|) fuhrt, die nur von

der Lange ) Ga RBF - werden.
Typischer aussian RBI srtheit, gewiinscht.
Eine Appr a=1

a=2

a=5

a=0.5| ]

a=0.2
mit ¢; (x)
Haufige ve
Andere m 3_ 35 4 4.5 5
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Jede Funktion &: [0 oo) - R d|e zu einer Funktlon der Form cp(x) = CI>(|x|) fuhrt, die nur von
der Lange eir Mul dric RBF " rden.
Typischerwei: g— . WaHQuadicRBF sit, gewtinscht.
Eine Approxir

Haufige verw

Andere mogli
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Zur Bestimmung der notwendigen Koeffizienten 44, ..., 4,,, muss wieder ein lineares
Gleichungssystem der Form

MA =y

mit A = (Ao, ...,Am)T, y= (}’1: ...,yN) und

®(0) D(|x; —xz|)  P(lxg —x3]) -+ P(|x; — xn])
Mo | ®le-xD 00 @ln-xh -
(D(lxN._ xq1|) (D(lxN._ x3]) cI)(|951v._ x3|) e CD(.O)

Die (eindeutige) Losbarkeit und damit die Qualitat der Interpolation hangen sehr stark
vom gewahlten Typ der RBF ab.
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Zur Bestimmung der notwendigen Koeffizienten 44, ..., 4,,, muss wieder ein lineares
Gleichungssystem der Form

MA =y

mit A = (Ao, ...,Am)T, y= (}’1: ...,yN) und

®(0) D(|x; —xz|)  P(lxg —x3]) -+ P(|x; — xn])
Mo | ®le-xD 00 @ln-xh -
(D(lxN._ xq1|) (D(lxN._ x3]) cI)(|951v._ x3|) e CD(.O)

Die (eindeutige) Losbarkeit und damit die Qualitat der Interpolaton hangen sehr stark
vom gewahlten Typ der RBF ab.

Eigenschaften:
*  f(x) ist stetig und differenzierbar

* Globaler Interpolator

+ Extrapolation ist konzeptionell moglich
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* Interpolation: Vorhersage innerhalb der Daten / zwischen den Datenpunkten

« Extrapolation: Vorhersage auBerhalb der Daten (zumeist aul3erhalb der konvexen Hulle)

Extra- Extra-
pdlation | Interpolation polation
T - S

1r i %

-5 0 5
X
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Was ist das Problem bei Extrapolation?

» Vorhersage basierend auf ungenugender Datengrundlage
* Vorhersage rein Modell-basiert, zumeist nicht plausibel

2 92

1 | 1
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Wie kann man entscheiden, welches Verfahren man nutzen solite ...
Folgende Fragen sollten berlcksichtigt werden:

« |stlokale oder globale Interpolation notwendig?

« Ist Extrapolation notwendig?

* Welche mathematischen Eigenschaften hat der Zielparameter?

+ Gibt es Zusatzinformationen, welche durch die Interpolation bertcksichtigt werden miussen?
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