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Verschiedene Modelle eines Gebiudes auf Baugrund [Hau86]
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Bewegungsgleichung
U —ku—mii=0
m
k
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Modell und Freischnitt
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FREIE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT

Bewegungsgleichung
U —ku—mii=0
Standardform
m
. i+ wiu =0
k
{ku Emﬂ

Modell und Freischnitt
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FREIE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT

Bewegungsgleichung
U —ku—miu=0
Standardform
m 2
L U+ w,u=0
k
{ku imﬂ Ldsung
u(t) = By coswyt + Basinwpt
Modell und Freischnitt mit By, By aus u(to) = uo, u(to) = to
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 1/4
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 1/4
Bewegungsgleichung

—ku—cit—mi=0
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Bewegungsgleichung

—ku—cit—mi=0

Standardform

il + 2Dwy it + wiu = 0

2Dw,, =

3= 3o

PR j%
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 2/4

il + 2Dwpt + wiu = 0
u(to) = uo
u(to) = o

Gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
~» Exponentialansatz u(t) = Ae™ ~» charakteristische Gleichung

72+ 2Dw,r + w2 =0

~ 11,19 = —Dw, £wp v/ D? — 1
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m D? > 1 iiberkritisch geddampft, 1,70 € R und ro < r; <0

r2t — Ajemv wn(D=v )-I—Ae

u(t) = Are™ + Age
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 3/4
m D? > 1 iiberkritisch geddampft, 1,70 € R und ro < r; <0
u(t) — A"t 4 Age™t = Ao wn (D—VD2-1)t T Age™ wn (D+VD2-1)t
m D? < 1 unterkritisch gedampft, 1,75 € C und r; = 75
u(t) = Aje"t + Aje™t = e 0t (31 coswpt + By sin th)

mit wp = wpV'1 — D2 und § = Dw,, Herleitung sieche Anhang.
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2 Einfreiheitsgradschwingungen

FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 3/4
m D? > 1 iiberkritisch geddampft, 1,70 € R und ro < r; <0
u(t) = Are™t + Age™ = Aje wn (D—VD2-1)t T Age™ wn (D+VD2-1)t
m D? < 1 unterkritisch gedampft, 1,75 € C und r; = 75
u(t) = Aje"t + Aje™t = e 0t (31 coswpt + By sin th)

mit wp = w1 — D? und 6 = Duw,,, Herleitung siehe Anhang.
m D? =1 kritisch geddmpft, 71,70 € R und r; = 19 < 0

’U,(t) = (Al + Agt)ert = (A1 + Agt)ewa"t
Knobelspall siche mehrfache Nullstellen der charakteristischen Gleichung!
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 4/4

Zeitverlauf bei unterkritischer Dampfung
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 1/2
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Modell und Freischnitt
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Bewegungsgleichung

u F(t)—ku—mii=0

E ku Emil Fﬂ

Modell und Freischnitt
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 1/2

Bewegungsgleichung
u F(t)—ku—mii=0
Flt Standardform
m (24
3 i+ wiu = wlal(t)

k
2=k

m

k o F(t
u_mi g alt) = Flit)

Modell und Freischnitt
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Einfreiheitsgradschwingungen

ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 2/2

Die Gesamtlésung ist die Summe aus der Ldsung der homogenen Gleichung
(Einschwingen) und einer partikuldren Lésung (eingeschwungener Zustand).
Bei einfacher harmonischer Anregung
a(t) = agsinwt + ac cos wt

lautet die Gesamtlosung (siehe Anhang) fiir w # wy,
agsinwt 4+ ac coswt

1—(w/wn)?

up(t)

wobei die unbestimmten Koeffizienten By und Bs aus den Anfangsbedingungen
u(to) = up und u(ty) = ug folgen.

u(t) = By coswyt + Basin wnt +

up(t)
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Einfreiheitsgradschwingungen

ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 2/2

Die Gesamtlésung ist die Summe aus der Ldsung der homogenen Gleichung
(Einschwingen) und einer partikuldren Lésung (eingeschwungener Zustand).
Bei einfacher harmonischer Anregung

a(t) = agsinwt + ac cos wt
lautet die Gesamtlosung (siehe Anhang) fiir w # wy,

agsinwt 4+ ac coswt
1— (w/wn)?
up(t)
wobei die unbestimmten Koeffizienten By und Bs aus den Anfangsbedingungen
u(to) = up und u(ty) = ug folgen.
Anmerkung: das Einschwingen endet nie und bei Resonanzanregung w = w,
passiert etwas besonderes.

u(t) = By coswpt + Basin wnt +

up(t)
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Bewegungsgleichung

F(t)—ku—ci—mi=0
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Bewegungsgleichung

F(t)—ku—ci—mi=0

Standardform
il + 2Dwy it + wiu = wa(t)
2Dw, = <
m
k
F(t)
t = —-—
a(t) = 1
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Einfreiheitsgradschwingungen

ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 2/5

Fiir einfache harmonische Anregung a(t) = ac coswt + ag sinwt lautet die
Gesamtldsung

u(t) = e 0t (31 coswpt + By sin th) + uc cos wt + ug sin wt,

up (t) up(t)

wobei die unbestimmten Koeffizienten By und By aus den Anfangsbedingungen
u(to) = up und u(tp) = up folgen, wahrend die Koeffizienten der partikuldren
Losung durch die Anregung festgelegt sind (siehe nichste Folie).

Die Losung uy(t) entspricht der freien geddmpften Schwingung.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPET 3/5
Die Koeffizienten der partikuldren Lésung u,(t) = uc coswt + ug sinwt lauten
uo = V3((1 = B*)ac — 2DBag ).
us = V2((1 - 8%)as +2DBac ).

mit den HilfsgroRen VergroRerungsfunktion und Abstimmungsverhiltnis

1
/(=322 + (2DB)?’
w
=

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 4/5

Alternativ lassen sich Anregung und eingeschwungene Antwort auch durch
Amplitude und Phasenwinkel darstellen

: . a
a(t) =acos(wt —0,) mit a*=a%+a> und tand, = ﬁ,

: . u
up(t) = dcos(wt —0,) mit  a*=wvd+ul und tand, = u—s
C

In dieser Darstellung lauten die Beziehungen zwischen Anregung und Antwort
u=Va,

2D
0 =0, — 0, =arctan (1_22) .
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 5/5
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 5/5

V==
aA p=01
4_

3_
2_
1_
D =20
L T T T T ;ﬁ:wi
2 3 4 "

VergroRerungsfunktion fur D = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 5/5

T

T

0 A
™ =0.1
=20
s
T
T ‘5::7
2 3 4

T

1
Phasendifferenz fir D = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023

13



JOAKa,

S % % Einfreiheitsgradschwingungen

LEISTUNGSBILANZ 1/3
Die anregende Kraft (Annahme: 6p =60, =0~ 0, = 0)
F = Fsin(wt)
und die resultierende Antwort im eingeschwungenen Zustand wu(t) = u,(t)
u(t) = asin(wt — 0)

u(t) = tw cos(wt — 6)

ergeben die mechanische Leistung
P(t) = F(t)u(t)
P(t) = Fsin(wt) tw cos(wt — 0)

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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LEISTUNGSBILANZ 2/3

Mit Hilfe des Additionstheorems

sin(z) cos(z —y) = %(sin(Qa; —y)+ sin(y)>

|asst sich die mechanische Leistung

P(t) = Fiwsin(wt) cos(wt — 0)

A~ A~

F F
P(t) = ;w sin(2wt — 0) + it

sin(6)

Blindleistung Wirkleistung

als Schwankung um einen konstanten Mittelwert darstellen.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 15
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LEISTUNGSBILANZ 3/3

Grenzfall des Energiespeichers

wt

Federkraft F'r,
Geschwindigkeit @ und
Momentanleistung 7

Grenzfall der Energiequelle/-senke

wt

Dampferkraft Fp,
Geschwindigkeit @ und
Momentanleistung /7))
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Anhang

ERANZENDE HERLEITUNGEN UND ALTERNATIVE HERLEI-
TUNGEN MIT KOMPLEXER RECHNUNG

Achtung, Notation noch nicht durchgehend vereinheitlicht!

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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FREIE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT

Losung des unterkritisch gedampften Falls
u(t) :Ale—wn(D—\/DQ—l)t+A2e—wn(D+\/D2—1)t
:Ale—wnDtewn\/D2—1t+A2€—wnDte—wn\/D2—1t

w w
5 AD 5 ._/_D

~ = ~ =
_ Ale—wnDtei w1 — D2 I A2e—wnDt€—i wnV 1 — D2t
— Alef(steith 4 A2676t€7ith
= (Al(cos wpt + isinwpt) + Ag(coswpt — isin th)) e 0t

R{u(t)} = (R{A1 + Az} coswpt —S{A; — Az} sin th)e_&
—— —
B1 Bs
Anmerkung: u(t) € R ~ R{A;} = R{A2}, S{A1} = —S3{A42}

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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Anhang

ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 1/2

Um eine partikuldre Lésung fiir harmonische Anregung

F(t) = Fo coswt + Fgsinwt zu finden, wahlen wir einen Ansatz vom Typ der
rechten Seite

up(t) = uc coswt + ug sinwt,
Up(t) = —ucwsinwt + usw cos wt,

tip(t) = —ucw? coswt — ugw? sin wt.

Zunidchst beschranken wir uns auf den Cosinus-Anteil (Sinus analog).

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 2/2
Einsetzen in die Bewegungsgleichung (Standardform) fiihrt auf

—ucw2 coswt + ucw% cos wt = acwz cos wt.

Koeffizientenvergleich liefert

w2 ) 1 y
uo = —"2—ac  ~  uy(t) = —————ac cos wt.
¢ w2 — w? © P 1 — (w/wp)? ©

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 21
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, UNGEDAMPFT 2/2
Einsetzen in die Bewegungsgleichung (Standardform) fiihrt auf

—ucw2 coswt + ucw% cos wt = acwg cos wt.

Koeffizientenvergleich liefert

w2 ) 1 y
uc = —5——=ac ~ Up(t) = —————ac coswt.
¢ w2 — w? © P 1— (w/wn)? ©

Bei Resonanzanregung w = w,, versagt dieser Ansatz, dann lautet die Losung
acw |
up(t) = %t sin wt

KnobelspaB siehe Variation der Konstanten [Bro12].

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 1/2

Wie im ungedampften Fall, und allgemein fiir jede inhomogene
Differentialgleichung, gilt fiir die Gesamtlésung

u(t) = up(t) + uy(t).

Fiir einfache harmonische Anregung a(t) = ac coswt + ag sinwt flihrt der
Ansatz u,(t) = uc coswt + ug sinwt auf

ue =V? ((1 — BQ)aC — 2D5a5>
ug = VQ((l — Bag + 2D,8ac)

VergroBerungsfunktion V' =

1 H I . _ i
V()21 (2R Abstimmungsverhiltnis § = .

Anmerkung: der eingeschwungene Zustand fiir andere Anregungsarten
(Dampferfulpunkt-, Fundament-, Unwucht-) weist qualitative Unterschiede auf,
die Herleitung verlauft aber analog.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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;Tf 2 Anhang

ERZWUNGENE SCHWINGUNGEN, GEDAMPFT 2/2

Summen von Sinus- und Cosinusfunktionen lassen sich mittels
Additionstheoremen durch eine der beiden Funktionen darstellen

a(t) = acos(wt — 0,) = acos O, cos(wt) + asin b, sin(wt).
Amplitude a und Phasenwinkel 6, sind folglich festgelegt durch
a* = a% + aZ, und tanﬁa:a—s.
ac
In dieser Darstellung lauten die Beziehungen zwischen Anregung und Antwort
2Dp
1-p2)°

SRS

=V und 0 =0, — 0, =arctan <

Anmerkung: Die Phasendifferenz wird iiblicherweise auf 6 € (—m, 7| begrenzt.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ERINNERUNGEN AN KOMPLEXE ZAHLEN

m Re{z} =a=rcosy

Im{z} =0 =rsing
e Ausgewahlte Formeln

S Z; — Re

\ \\j z+ 2* = 2Re{z}

z* 2129 = riroc(P11P2)

(z125)" = 2122

z=a+1ib=re¥ . . s
(2122)" = 212

* il — —ip
2 =a—1b=re 1 a ib
|z| = Va2 +02=r a+ib a2+ b%2 a2+ b2
<z = arctan b = Frequenzgang und Leistungsbetrachtung werden nun
a

wiederholt (u € C).

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 24
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FREQUENZGANG (U €C) 1/3

Im
Komplexe Erweiterung (Re ,,sichtbar”, Im ,, mitschleppen”)
u(t) = et mit U = rye” Y,
a(t) = ae™t mit i =ree Ve,
F(t)= F et mit F = rpe r,

Standardform des erregten, (viskos) gedampften Einmassenschwingers
i + 2Cwot + wiu = wia e™".

Ansatz vom Typ der rechten Seite
—w?t €™ 4 2iCwowti €™ 4 Wi e

(—172 + 2iCn + 1) Get = get,

t_ w%de’m,

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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FREQUENZGANG (U € C) 2/3

N 1 X
T2 %wg\jf
| N
U

H{(n)
Der Frequenzgang H (n) enthalt sowohl die VergréBerungsfunktion

B B 1— 7]2 - 21'77C
v=IH]= ‘(1 =22+ 2n)? (1= n?)? + (2n)?
_ J (1—n2)2 + (2n¢)?

(-2 + 2t

1
- \/ (1= )2+ (2n)?

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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FREQUENZGANG (U € C) 3/3

N 1 X
T2 %‘:;15
| N
U

H(n)
.. als auch die Phasendifferenz

) N 1— 2 B 2in¢
b =—<H = <{a—wV+@mv u—%ﬁ+@@V}

-2
= —arctan 77C = arctan 277C
1—n2 1—n?

Arbeit iiber eine Periode Wy = mFisind mit sinf =

28
(1=n)2+(28n)*

2fn
(1—n2)2+(28n)?

viskose und sinf = fiir hysteretische Dampfung.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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0% Anhang

F = TR el(“)t wa)

LEISTUNGSBILANZ (U €C) 1/3

U = 1y W)

» UGl S
v = jwr, e Wva=)
= wry €'2 ¢! Wt—Ya—1)
= wry (Wit —va—v)
Ty = Wiy,

m
1/Ju=1/)a+¢—§

Anregende Kraft F,
Geschwindigkeit @ und
Momentanleistung
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LEISTUNGSBILANZ (U € C) 2/3

P =Re{F}Re{v}
1 1
T L
1 * * k ok 1 *
(Fv+ Fo* + Fo+ F'v*) = 7 (Fo+ Pu* + (Fu+ Fu*)")

1
= —Re{Fv+ Fv*}
(@E=0) | g il@t—ta), o ilwt m)}

= %Re {T‘F eHWt=va)
~ Re {rpm (o — dza)(ew(wt W) 4 )}

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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Anhang

LEISTUNGSBILANZ (U € C) 3/3

P=Re{Ps(e?@ )+ 1)} mit Py = i)

Formelsammlung: Re{z122} = Re{z1}Re{z2} — Im{z; }Im{29}
P = Re{Ps} Re {e”(wt*wv) + 1} ~ Im {Ps}Im {e”(wt*wv) + 1}
= Re{Ps} (Cos(2wt — 2ty) + 1) —Im {Pg} sin(2wt — 21,,)
Damit ist die Scheinleistung | Ps| dargestellt als Summe eines schwellenden

Verlaufs (Wirkleistung Re { Ps}) und eines mittelwertfreien Verlaufs
(Blindleistung Im { Pg}).
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