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Thema: Elastodynamik



Dreidimensionales elastisches Kontinuum

ÜBERSICHT

IRIS Earthquake Science: 3-component Seismogram � Capturing the motion of
an earthquake.
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https://www.youtube.com/watch?v=Za_22xo7ZQQ
https://www.youtube.com/watch?v=Za_22xo7ZQQ


Dreidimensionales elastisches Kontinuum

ELASTIZITÄT
Im einfachsten Fall isotropes, linear elastisches Bodenverhalten (Lame
Konstanten λ und µ)

σ = λtr(ε)I+ 2µε =

(
λ+

2

3
µ

)
tr(ε)I+ 2µ

(
ε− 1

3
tr(ε)I

)
,

komponentenweise ausgeschrieben σxx σxy σxz
σyy σyz

sym. σzz

 =

 λεV + 2µεxx 2µεxy 2µεxz
λεV + 2µεyy 2µεyz

sym. λεV + 2µεzz

 ,

mit

εV = tr(ε) = εxx + εyy + εzz =
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

εxx =
∂ux
∂x

εxy =
1

2

(
∂ux
∂y

+
∂uy
∂x

)
. . .
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

IMPULSBILANZ

Mit Verschiebungsvektor u = [ux, uy, uz]
T

ρü = ∇ · σ

komponentenweise ausgeschrieben

ρ
∂2ux
∂t2

=
∂σxx
∂x

+
∂σyx
∂y

+
∂σzx
∂z

ρ
∂2uy
∂t2

=
∂σxy
∂x

+
∂σyy
∂y

+
∂σzy
∂z

ρ
∂2uz
∂t2

=
∂σxz
∂x

+
∂σyz
∂y

+
∂σzz
∂z
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

IMPULSBILANZ

Mit Verschiebungsvektor u = [ux, uy, uz]
T

ρü = ∇ · σ

isotrop, linear elastisch

ρ
∂2ux
∂t2

= (λ+ µ)
∂εV
∂x

+ µ∇2ux =(λ+ µ)
∂εV
∂x

+ µ

(
∂2ux
∂x2

+
∂2ux
∂y2

+
∂2ux
∂z2

)
ρ
∂2uy
∂t2

= (λ+ µ)
∂εV
∂y

+ µ∇2uy =(λ+ µ)
∂εV
∂y

+ µ

(
∂2uy
∂x2

+
∂2uy
∂y2

+
∂2uy
∂z2

)
ρ
∂2uz
∂t2

= (λ+ µ)
∂εV
∂z

+ µ∇2uz =(λ+ µ)
∂εV
∂z

+ µ

(
∂2uz
∂x2

+
∂2uz
∂y2

+
∂2uz
∂z2

)
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

VIDEO

Keith Miller: Demonstrating P and S Seismic Waves
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https://www.youtube.com/watch?v=gjRGIpP-Qfw


Dreidimensionales elastisches Kontinuum

VORBETRACHTUNG
Wir betrachten zunächst eine in x-Richtung laufende, ebene Welle

ux(x, y, z, t) = ūx(x− vt),

uy(x, y, z, t) = ūy(x− vt),

uz(x, y, z, t) = ūz(x− vt),

damit vereinfacht sich die Impulsbilanz zu

ρv2ū′′x = (λ+ 2µ)ū′′x,

ρv2ū′′y = µū′′y,

ρv2ū′′z = µū′′z .

D. Kern | T. Nagel � Vorlesung Bodendynamik � Sommersemester 2023 5



Dreidimensionales elastisches Kontinuum

VORBETRACHTUNG

Diese vereinfachte Impulsbilanz

ρv2ū′′x = (λ+ 2µ)ū′′x,

ρv2ū′′y = µū′′y,

ρv2ū′′z = µū′′z ,

lässt zwei Lösungen zu

Longitudinalwelle ūx ̸= 0, ūy = 0, ūz = 0 mit v2 = λ+2µ
ρ (P-Welle);

Transversalwelle ūx = 0, ūy ̸= 0, ūz ̸= 0 mit v2 = µ
ρ (S-Welle).

Anmerkung: Schubmodul µ und Steifemodul λ+ 2µ
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VORBETRACHTUNG

Kinematik ebener P-Welle
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

VORBETRACHTUNG

Kinematik ebener S-Welle
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

P-WELLEN

Erinnerung Impulsbilanz

ρ
∂2ux
∂t2

= (λ+ µ)

(
∂2ux
∂x2

+
∂2uy
∂y ∂x

+
∂2uz
∂z ∂x

)
+ µ

(
∂2ux
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+
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+
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) ∣∣∣∣ ∂∂x
ρ
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+
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∂y2

+
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∂z ∂x

)
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(
∂2uy
∂x2

+
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∂y2

+
∂2uy
∂z2

) ∣∣∣∣ ∂∂y
ρ
∂2uz
∂t2

= (λ+ µ)

(
∂2ux
∂x ∂z

+
∂2uy
∂y ∂z

+
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)
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(
∂2uz
∂x2

+
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∂y2

+
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) ∣∣∣∣ ∂∂z
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ρ
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∂t2

= (λ+ 2µ)

(
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∂x2

+
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∂y2

+
∂2εV
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)
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

S-WELLEN

Erinnerung Impulsbilanz (x-, y-Richtung)

ρ
∂2ux
∂t2

= (λ+ µ)

(
∂2ux
∂x2

+
∂2uy
∂y ∂x

+
∂2uz
∂z ∂x

)
+ µ

(
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∂x2

+
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∂y2

+
∂2ux
∂z2

) ∣∣∣∣ ∂∂y
ρ
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∂t2

= (λ+ µ)

(
∂2ux
∂x ∂y

+
∂2uy
∂y2

+
∂2uz
∂z ∂x

)
+ µ

(
∂2uy
∂x2

+
∂2uy
∂y2

+
∂2uy
∂z2

) ∣∣∣∣ ∂∂x
subtrahieren

ρ
∂2ωz

∂t2
= µ

(
∂2ωz

∂x2
+

∂2ωz

∂y2
+

∂2ωz

∂z2

)
mit ωz =

∂uy

∂x − ∂ux
∂y . Analog zwei weitere Gleichungen für ωx und ωy.
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

REFLEXION AM RAND

x

y

P SH

P

Einfallende P-Welle

u1 =

 sinα1

cosα1

0

A1e
iκ1(x sinα1+y cosα1−vP t)

Re�ektierte P- und SH-Welle

u2 =

 sinα2

− cosα2

0

A2e
iκ2(x sinα2−y cosα2−vP t)

u3 = ez ×

 sinβ
− cosβ

0

A3e
iκ3(x sinβ−y cosβ−vSt)
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

REFLEXION AM RAND

x

y

P SH

P

Spannungsfreier Rand

σxy(x, 0, z, t) = 0

σyy(x, 0, z, t) = 0

Re�ektierte P-Welle

α1 = α2

κ1 = κ2

Re�ektierte SH-Welle

sinα1

sinβ
=

κ3
κ1

=
vP
vS

und Amplituden . . . siehe Übung.
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

REFLEXION/TRANSMISSION AM ÜBERGANG

Medium 1

Medium 2

P

P

P

SV

SV
SV

P

P

SV

SV
SH

⊗

SH

⊗

SH

⊗

Wellenausbreitung an einem diskontinuierlichen Übergang [Vre17]
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

REFLEXION/TRANSMISSION AM ÜBERGANG

Die Richtungen der transmittierten und re�ektierten Wellen lassen sich aus dem

SNELLIUSschen Brechnungsgesetz
sinα

vein
=

sinβ

vref
=

sin γ

vtrans
bestimmen.

α β

γ

Knobelspaÿ: Wie verteilen sich die Amplituden auf die transmittierten und
re�ektierten Anteile? Extraspaÿ: Was bedeuten Lösungen sinx > 1?
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

VIDEO

Wolfram: Propagation of Seismic Waves: Rayleigh waves
Wolfram: Propagation of Seismic Waves: Love waves
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https://www.youtube.com/watch?v=6yXgfYHAS7c
https://www.youtube.com/watch?v=t7wJu0Kts7w


Dreidimensionales elastisches Kontinuum

RAYLEIGH WELLEN

Kinematik [Vre17]

Rayleigh-Wellen sind eine Überlagung von P-Wellen und vertikal polarisierten
S-Wellen (SV), und werden durch die Halbraumbedingungen ermöglicht.
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RAYLEIGH WELLEN

Exponentielle Abnahme der Amplituden mit der Tiefe [Sch17]
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

KREISFUNDAMENT

Wellenausbreitung unter einem Maschinenfundament [Sch17]
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

LOVE WELLEN

Kinematik [Vre17]

Love-Wellen sind eine Überlagung horizontal polarisierter S-Wellen (SH).
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

LOVE WELLEN

Love-Wellen sind nur möglich, wenn sich eine weiche Ober�ächenschicht auf einem steifen
Halbraum be�ndet [Ver10] und entstehen nur oberhalb eine Grenzfrequenz.

Durch Love-Wellen können Erdbeben schwere Zerstörungen anrichten.
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

GEOMETRISCHE DÄMPFUNG

Punktförmige Wellenquelle (idealisiert)
Raumwellen

breiten sich kugelförmig aus,

ihre Energie verteilt sich auf einer Kugel�äche A = 4πr2.

Ober�ächenwellen
breiten sich kreisförmig aus,

ihre Energie verteilt sich auf einem Kreisumfang U = 2πr .

Das Quadrat der Amplituden verhält sich proportional zur Energie.
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

GEOMETRISCHE DÄMPFUNG

Abnahme der Amplituden mit dem Abstand [Sch17]
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

ZAHLENWERTE

P-Wellen Geschwindigkeiten abhängig vom Porenwasser (ohne Kompressibilität
gibt es keine P-Wellen) im Bereich 1450ms−1. . . 5000ms−1.

S-Wellen Geschwindigkeiten nahezu unabhängig von Porenwasser, breiten sich
nicht in Fluiden (Erdkern) aus, im Boden Werte 100ms−1. . . 2000ms−1.

Rayleigh-Wellen Langsamer als S-Wellen (vR ≈ 0.9vS) und abhängig von den
gemittelten Bodenparametern. Aufgrund der frequenzabhängigen Eindringtiefe
sind diese Wellen dispersiv.

Love-Wellen Geschwindigkeit liegt zwischen denen der
S-Wellengeschwindigkeiten beider Schichten, ebenfalls dispersiv.
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Dreidimensionales elastisches Kontinuum

WEITERE EINFLUSSFAKTOREN

Tiefen-/druckabhängige Bodenparameter

Grundwasserspiegel, Poren�uid

Anisotrope Gesteinseigenschaften

Schichtung und kontinuierliche Übergänge

Lokale Inhomogenitäten (Risse, Einschlüsse)

. . .
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