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Eindimensionale Wellenleiter

BEWEGUNGSGLEICHUNG

N(z + Az)

pAAzw = N(z + Az) — N(z)
pAAz = EAU (2 + Az) — EAW (2)
pto = Ew”

Wellengleichung (hyperbolische PDE)

W = v
mit v2 = E/p, i = %—lf und w' = %—7“2”.
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Elndlmen5|ona|e Wellenleiter

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ
VA AYE:

Sowohl links- als auch rechtslaufende Wellen

wt(z,1) = wi (2 + vt),
'lUO_(Z - Ut),

erfiillen die Wellengleichung
W= UZw”,

ihre Aufteilung folgt aus den Anfangsbedingungen

wp(2)

wt(z,t0) +w ™ (2,1p),
wo(z) =w

b (2,t0) + 1w (2, to).
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BEISPIEL

uO(z):{ 1, zel[-1,1] i (2)

Anf. [ :
nfangsbedingungen 0. sonst ,
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£ Eindimensionale Wellenleiter

BEISPIEL

—1 1
Losungsbereiche im z-t-Diagramm
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Eindimensionale Wellenleiter
HAUFIGE RANDBEDINGUNGEN

m vorgeschriebene Verschiebung  w(zgr,t) = wr(t)

m vorgeschriebene Kraft EAW (zg,t) = Fr(t)

fester Rand w(zg,t) = 0 an der Stelle zg =0
w, N
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Eindimensionale Wellenleiter
HAUFIGE RANDBEDINGUNGEN

m vorgeschriebene Verschiebung  w(zgr,t) = wr(t)

m vorgeschriebene Kraft EAW (zg,t) = Fr(t)

freier Rand EAw'(zg,t) = 0 an der Stelle zg = 0
w, N
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Eindimensionale Wellenleiter

DISKRETE ELEMENTE

» ¢
&©

%

k cC
B, w
T
T m
wR

Die Aufteilung einer einfallenden Welle (rechtslaufend angenommen) wg(z,t) in
reflektierte Welle wg(z,t) und transmittierte Welle wr(z,t) ist festgelegt durch
Kontinuitat in den Verschiebungen und das Kraftegleichgewicht an der
Ubergangsstelle (z = 0)

wE(O, t) + wR(O, t) = wT(O, t),
NE(O, t) + NR(O, t) = NT(O, t) — mi[)T(O, t) — CwT<0, t) — kwT(O, t).
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Eindimensionale Wellenleiter

DISPERSION

Frequenzabhingige Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen
f(r,w) =0.
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Dispersion im Prisma erzeugt ein Farbspektrum [Suidroot]
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: ¥ ZEindimensionale Wellenleiter
“erges”

EXKURS — SCHWEBUNG

i
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N
Die Uberlagung naheliegender Frequenzen liegt unter einer Einhiillenden

g
/]
N
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% ZEindimensionale Wellenleiter
AA*EIBE‘*O

-~
~
.7 N
-
/ ~
, N
, N .
/
7 \
’ A 7
’
\
/
4
\
[\
’
N ’ \
\ P \
\ , N
N
N s
~ v
-
~

Welle groRerer Wellenlange nach rechts ~ Einhiillende nach links
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Eindimensionale Wellenleiter

&©

DISPERSION — KONSEQUENZEN

Beliebige Wellenpakete lassen sich durch harmonische Wellen approximieren
(sieche Fourier-Transformation), aber wir miissen nun zwischen
Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit unterscheiden.

400
2
Smikomma.de
'l' T T T T _I T 1
-10 10 20 30 40 30 60 0
x
-2
- 400

Rechteckiges Wellenpaket in einem dispersiven Medium [mikomma]
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http://www.mikomma.de/optik/disp/dispimp.htm

Elndlmen5|ona|e Wellenleiter

ENDLICHER STAB

In endlichen Wellenleitern iiberlagern sich die reflektierten Wellen passender
Wellenlange konstruktiv, wahrend sich Wellen anderer Wellenldangen ausldschen.
Die verbleibenden stehenden Wellen (Eigenschwingungen) kdnnen mittels eines
Separationsansatzes bestimmt werden

Wz t) = Z()T(W),

eingesetzt in die Wellengleichung (partielle Differentialgleichungen)
v2Z"(2)T(t) = Z(2)T(t),
fiihrt er auf zwei gewdhnliche Differentialgleichungen

2 711 T
const. = vz (Z) = T(t)

Z(z)  T(@t)
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ERANZENDE HERLEITUNGEN UND BEISPIELE

Losungstheorie

Ubergangsbedingungen

Energietransport

Dispersion
m Einfaches Erdbebenmodell
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D’ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 1/5

Kanonische Koordinaten — U N &
E=z+ct
n==z-—ct
damit w(&(z,t),m(z,t)) und die Ableitungen
o _ow _ow
dz  0¢  On
Pw  Pw Pw  O*w
= +2 +

022 &2 0con  on?

ow  (Ow OJw

v )

Pw  , (Pw Pw 0w
o = <a§2 ~ i an2>

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023

12



JOAKa,

;Tf 2 Anhang

D’ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 2/5

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

2
0“w _0
9En

und anschlieBende Integration nach £ und dann nach 7 fiihrt zu

ow
6777 = o(n)

w = ®(n) + ¥(¢).
Die allgemeine Lésung der Wellengleichung besteht aus “einer nach rechts” und

“einer nach links laufenden” Funktion.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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D’ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 3/5

Um die Funktionen zu bestimmen, sind die Anfangsbedingungen,
einfachheitshalber zu t = 0, auszuwerten

wo(2) = ¥(z) + @(2),
() = oW (2) — e (2),
oder nach Integration der zweiten Gleichung
wo(2) = ¥(z) + @(2),

/Z wo(2)dZ + K = cl(z) — cd(2),

20

Dieses Gleichungssystem |3sst sich algebraisch nach den gesuchten Funktionen
auflosen.
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D’ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 4/5

und zuriick in den Originalkoordinaten

z+-ct

w(z,t) = %(wo(z — ct) + wo(z + ct)) + 2—10 / wo(2) dz.

—ct
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Anhang
D’'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 5/5

t

z2=2zy—ct z=2zy+ct

20

Einflussbereich
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Anhang
D’'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 5/5

t

tit

z=2z1+c(t—t1) 2=z —c(t —t1)

! z
?1

Abhangigkeitsintervall
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z=20
3(2) = Jun(2) — 5 / (2) dz,
W(z) = %wo(z) + %/ io(2) dZ,

Fir den halbunendlichen Stab brauchen wir
O(z —ct) fiir alle —00 < z—ct <00
fur alle 0<z4+ct <oo

U(z 4+ ct)
Fiir z — ¢t > 0 greifen wir auf bekannte Anfangsbedingungen zuriick und
erhalten die D'Alembertsche Lésung, wie fiir den unendlichen Stab.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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HALBUNENDLICHER STAB 2/3
Im anderen Fall z — ct < 0 nutzen wir die Randbedingung
w(0,t) = ®(0 — ct) + V(0 + ct) = 0
und erkennen eine Spiegelung
B(—ct) = —U(ct).

Weil diese Beziehung fiir alle Zeiten t gilt, lasst sich folgende Ersetzung durch
bekannte GroRen durchfiihren

O(z—ct) = -V (—z+ct).
—— ——
<0 >0

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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HALBUNENDLICHER STAB 3/3

Damit lautet das Endergebnis “modifizierte D' Alembertsche L'dsung”
wo(z—ct)—l—wo(z—i-ct)+20fz+0t bo(Z z>ct,

w(z,t) = atet . _
—wo(—z + ct) +wo(z + ct) ) +o O (z) dz, z<ct.

N[—= N[

z=ct

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 19
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UBERGANGSBEDINGUNGEN 1/3

® o ]

z=nh
Kinematische (w(h~) = w(h*)) und kinetische Kontinuitat (N (h~) = N(h™))
an der Stelle z = h
—c1® (2 — c1t) + 1V (2 + c1t) = —ca®h(z — cot),
E1 A1) (2 — c1t) + E1 A1V (2 + ce1t) = B Ag®) (2 — cot).
Aufgeldst nach reflektierter und transmittierter Welle
co/c1 — EyAsy/(E1 A1)

ca/c1 + ExAs/(E1 A7)

2
o, = D/,
27 efer + EyAs ) (B1Ar) !

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 20
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UBERGANGSBEDINGUNGEN 2/3

Fiir einen Stab konstanter Querschnittsfliche A; = A5 = A lauten die
Schnelleverhiltnisse

R, — a¥y _ pier — pacs
—a®  prer+ pacy’

T —co®) _ 2p101
—c1®)  prer 4 paca’

und die Spannungsverhéltnisse

R E v} _piei—pacs
7 B9 pic1 + paca’
B EQCI)IQ o 2p202

E\®)  pier + pace’

15
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UBERGANGSBEDINGUNGEN 3/3

Der Grenzfall sehr kleiner Steifigkeit des anschlieRenden Abschnitts nahert sich
einer Reflexion am freien Rand

lim R, =1,
co—0

lim R, = —1,

C2*>0

und im Grenzfall sehr hoher Steifkeit einer Reflexion am festen Rand

lim R, = -1,

Cc2—> 00

lim R, =1.

c2—00

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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BEISPIEL

Reflexion und Transmission beim Ubergang von einem Material in ein anderes
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E1 = 9E2, A1 = AQ, P1 = p2 [VerlO]
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ENERGIETRANSPORT

Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z1, 29]

d
&(Ekin + Epot) = P(Zl) t) - P(227 t)

By = / pru')2 dz
21 2

dEkin
dt

¥ z2
= / pAuwidz = / EAuww” dz
21

z1
E —/22 1EA 24
pot 9 w z

dEpot

/ FEAw'vw' dz

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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ENERGIETRANSPORT

Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z1, 29]

d
&(Ekin + Epot) = P(Zh t) - P(227 t)

d &
e (Ekln + Epot) — EA / ’Li)’w” + w/ﬂ)/ dZ
dt N

z2
= EA‘ww"Z +EA/ —w'w + w'' dz

Z1
_ . 1122
= EA‘ww ‘Zl

Der Vergleich mit der Energiebilanz zeigt

P(z,t) = —EAW (2, t)w(z,t) = EAc (<a(gf;7)>2 — (

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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Anhang
PHASENGESCHWINDIGKEIT

cp
—

Harmonische Wellen %

w(z,t) = e (rF—wt)

breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit

w
cp = —
K

aus, wobei eine der beiden GroRen, w oder k, durch die Dispersionbeziehung
bestimmt ist.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 25
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Anhang

GRUPPENGESCHWINDIGKEIT

/\N\/\CG m/\
Fiir ein Wellenpaket mit Spektrum W (k)

1 [t :
w(z,t) = 27r/ W(/ﬁ)el(m_w(”)t) dk

o0

lautet die Gruppengeschwindigkeit

dw

CG=&7

wobei w(k) durch die Dispersiongleichung bestimmt ist.

Knobelspall: Herleitung

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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DISPERSIONSBEZIEHUNG

&

e
>
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\

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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DISPERSION — BEISPIEL 1/3

lLF(t)

N —

JEE R R U U U R QU QU QY
— oo oo o

Dehnstab mit duBerer, verteilter Steifigkeit [Ver10]

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023

Bewegungsgleichung

FA
62
w—c2w//+ﬁ’w:0

Harmonischer Wellenansatz

A~ i(kz—wt)

w = we
W' = _H2wez(nz—wt)
W= _WQwez(nz—wt)

28
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DISPERSION — BEISPIEL 2/3

Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung
c? »
(_w2 + I{202 + ];12> wez(ﬁz—wt)

liefert die Dispersionbeziehung

Daraus folgen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

cp =cy/1+ (kH)™2,

C

G=—F——.
14 (kH)™2

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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DISPERSION — BEISPIEL 3/3

4 4
3|
2+
=
1+-----mmreeeee T
el
Cc

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit in Abhangigkeit der Wellenzahl
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Anhang

DAMPFUNG 1/2

Die Bewegungsgleichung mit innerer Dampfung lautet
pAl — EAwW” — t,EAw" =0,
und der Ansatz w = we("*=“!) liefert die Dispersionbeziehung
—w? + PR — iwm2tr02 =0.

Die komplexe, frequenzabhéangige Wellenzahl

w |14+ 1wt; .
K= i;‘ /m = +(kr(w) + irr(w))

beschreibt Dispersion und Abklingen der Wellen

w(Z’ t) _ ﬁ)leftei(fﬁp{(w)szt) enl(w)z + wrightei(nR(w)szt) ef,tq(w)z.

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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Anhang

DAMPFUNG 2/2

Die Bewegungsgleichung mit dulerer Dampfung lautet

A
pAi — EAw" + p?w — 0.

T

Mit dem gleichen Ansatz wie zuvor erhalten wir

0=—w?+ K% - 187
r
w 1 .
K= ﬂ:; 1+ = +(kr(w) + ik1(w)),
w(z, t) _ wleftei(—nR(w)z—wt) em(w)z + wrightei (HR(w)z—wt) e—m(w)z'

Anmerkung: Dampfung ist meist vernachldssigbar, weil im 3D andere Effekte
dominieren (Abklingen durch rdumliche Ausbreitung, Dispersion durch
tiefenabhangige Elastizitat).

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 32
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EINFACHES ERDBEBENMODELL

—

. Urock(xa t)

Fig. 3.2 Wave length compared to thickness of layer, L,/ h =10

Bild links: Auflast (dunkelgrau) und weiche Bodenschicht (hellgrau) auf steifem Felsgrund
Bild rechts: Erdbebenwellenldnge im Vergleich zu den Abmessungen [Ver10]

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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BEWEGUNGSGLEICHUNG
T <—+—
- u

or
\7) T+ 5AZ

Freischnitt eines infinitesimalen Bodenelements [Verl0]

or _ Puo o (Ou dw) | du
9.~ Yo TTH\a: T o) T o
0%u 0u
Hoz2 = o
0%u  0%u 7
2 = i 2L Wellengleich ©
c 9.2 o2 mit c ) ellengleichung

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023 34
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STATIONARER ZUSTAND 1/2

x
Ansatz
u(zx, z,t) = f(2)sin(wt — kpx)
Randbedingungen
ou
=0: —=0
® 0z
z=h: wu=ugsin(wt— kyz)
Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung
A" +Wf=0 Schwingungsgleichung ©
f)=o0
z f(h) =ug

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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FRE
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Anhang

STATIONARER ZUSTAND 2/2

Die allgemeine Lésung der homogenen Differentialgleichung

: w
f”—i—/{%f:() mit /-cv:z

lautet (siehe Einmassenschwinger)
f(z)=0C cos(nvz) + Cy sin(/ﬁvz).
Die Konstanten folgen aus den Randbedingungen
—C1kysin(0) + Cakycos(0) =0 ~ Cy=0

Uug

o COS(th) =uy ~ ()=

Als Endergebnis fiir den gewdhlten Ansatz erhalten wir

u(z, z,t) = cos(kyz) sin(wt — kpx).

ug
cos (Iivh)

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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BERUCKSICHTIGUNG VON AUFLASTEN

Der dunkle Bereich modelliert ein Gebdude [Ver10]

diskrete Randmasse

ou 0%u
2=0s wg =rdGe
v _d v i A% .
COS(H Z) K SIII(KJ Z) sln(wt . /th)

u(@, 2, t) = uocos(/ivh) — dky Sin(liv )

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023



%Anhang
BERUCKSICHTIGUNG INNERER DAMPFUNG 1/2

Bewegungsgleichung
Pu S 0%u ., Du
—_— = — + C P
ot? 022 0220t
und Randbedingungen
ou 0%u 0%u
z= ra, + ,utra 5 = Pl ohne Auflast d=0

z=h: wu=ugsin(wt— kyx)
u(x, z,t) = f(2)sin(wt — kpx) + g(2) cos(wt — kpx)

Ansatz

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023



BERUCKSICHTIGUNG INNERER DAMPFUNG 2/2

Fig. 3.5 Amplitude of wave 10 1
at the top of the layer

’Uf/uﬂ

gdo0 |
|

|
|
l
|

Relative Verschiebungsamplituden an der Oberfliche in Abhangigkeit der dimensionslosen
Anregungsfrequenz fiir verschiedene Dampfungsgrade [Verl10]

D. Kern | T. Nagel — Vorlesung Bodendynamik — Sommersemester 2023
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BERUCKSICHTIGUNG INNERER DAMPFUNG 2/2

1

1 L]
\A/

[\ "

z/h “
\ )
| /\
0'g :0 5 s 0 5
/g u/to

Fig. 3.6 Displacements as a function of depth, wh/c =15, ¢ =0.01 and ¢ =0.2

Verschiebungsverldufe zu den dimensionslosen Zeiten wt = 0, 27, m, 37 [Ver10]
39
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éfiﬁjéAnhang
INNERE DAMPFUNG UND AUFLAST
uy [ wyfuo
I
ol ;
I
o
L un= FED
0 M /\\—a_ 10 U)d»’*ﬁ_ ‘—;—‘hn
whfe

0 i
wh/c
Fig. 3.7 Amplitude of wave at the top of the layer, f =0.1 and ¢ = 0.5

Relative Verschiebungsamplituden an der Oberfliche in Abhangigkeit der dimensionslosen

Anregungsfrequenz fiir zwei Dampfungsgrade und drei Auflasten [Verl(0]
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