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Thema: Eindimensionale Wellenleiter



Eindimensionale Wellenleiter

BEWEGUNGSGLEICHUNG

z

w(z, t)

N(z +∆z)

N(z)

ρA∆zẅ = N(z +∆z)−N(z)

ρA∆zẅ = EAu′(z +∆z)− EAw′(z)

ρẅ = Ew′′

Wellengleichung (hyperbolische PDE)

ẅ = v2w′′

mit v2 = E/ρ, ẇ = ∂w
∂t und w′ = ∂w

∂z .
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Eindimensionale Wellenleiter

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ

Sowohl links- als auch rechtslaufende Wellen

w+(z, t) = w+
0 (z + vt),

w−(z, t) = w−
0 (z − vt),

erfüllen die Wellengleichung
ẅ = v2w′′,

ihre Aufteilung folgt aus den Anfangsbedingungen

w0(z) = w+(z, t0) + w−(z, t0),

ẇ0(z) = ẇ+(z, t0) + ẇ−(z, t0).

D. Kern | T. Nagel � Vorlesung Bodendynamik � Sommersemester 2023 2



Eindimensionale Wellenleiter

BEISPIEL

Anfangsbedingungen: u0(z) =

{
1, z ∈ [−1, 1]
0, sonst

, ẇ0(z) = 0
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Eindimensionale Wellenleiter

BEISPIEL

z

t

1−1

Lösungsbereiche im z-t-Diagramm
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Eindimensionale Wellenleiter

HÄUFIGE RANDBEDINGUNGEN
vorgeschriebene Verschiebung w(zR, t) = wR(t)

vorgeschriebene Kraft EAw′(zR, t) = FR(t)

fester Rand w(zR, t) = 0 an der Stelle zR = 0
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Eindimensionale Wellenleiter

HÄUFIGE RANDBEDINGUNGEN
vorgeschriebene Verschiebung w(zR, t) = wR(t)

vorgeschriebene Kraft EAw′(zR, t) = FR(t)

freier Rand EAw′(zR, t) = 0 an der Stelle zR = 0
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Eindimensionale Wellenleiter

DISKRETE ELEMENTE

k c

m

wE

wR

wT

Die Aufteilung einer einfallenden Welle (rechtslaufend angenommen) wE(z, t) in
re�ektierte Welle wR(z, t) und transmittierte Welle wT(z, t) ist festgelegt durch
Kontinuität in den Verschiebungen und das Kräftegleichgewicht an der
Übergangsstelle (z = 0)

wE(0, t) + wR(0, t) = wT(0, t),

NE(0, t) +NR(0, t) = NT(0, t)−mẅT(0, t)− cẇT(0, t)− kwT(0, t).
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Eindimensionale Wellenleiter

DISPERSION
Frequenzabhängige Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen

f(κ, ω) = 0.

Dispersion im Prisma erzeugt ein Farbspektrum [Suidroot]
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Eindimensionale Wellenleiter

EXKURS � SCHWEBUNG

x

Die Überlagung naheliegender Frequenzen liegt unter einer Einhüllenden
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Eindimensionale Wellenleiter

EXKURS � SCHWEBUNG

x

Welle gröÿerer Wellenlänge nach rechts ; Einhüllende nach links
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Eindimensionale Wellenleiter

DISPERSION � KONSEQUENZEN
Beliebige Wellenpakete lassen sich durch harmonische Wellen approximieren
(siehe Fourier-Transformation), aber wir müssen nun zwischen
Phasengeschwindigkeit und Gruppengeschwindigkeit unterscheiden.

Rechteckiges Wellenpaket in einem dispersiven Medium [mikomma]
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http://www.mikomma.de/optik/disp/dispimp.htm


Eindimensionale Wellenleiter

ENDLICHER STAB
In endlichen Wellenleitern überlagern sich die re�ektierten Wellen passender

Wellenlänge konstruktiv, während sich Wellen anderer Wellenlängen auslöschen.
Die verbleibenden stehenden Wellen (Eigenschwingungen) können mittels eines
Separationsansatzes bestimmt werden

w(z, t) = Z(z)T (t),

eingesetzt in die Wellengleichung (partielle Di�erentialgleichungen)

v2Z ′′(z)T (t) = Z(z)T̈ (t),

führt er auf zwei gewöhnliche Di�erentialgleichungen

const. =
v2Z ′′(z)

Z(z)
=

T̈ (t)

T (t)
.
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Anhang

ERÄNZENDE HERLEITUNGEN UND BEISPIELE

Lösungstheorie

Übergangsbedingungen

Energietransport

Dispersion

Einfaches Erdbebenmodell
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Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 1/5

Kanonische Koordinaten

ξ = z + ct

η = z − ct

damit w
(
ξ(z, t), η(z, t)

)
und die Ableitungen

∂w

∂z
=

∂w

∂ξ
+

∂w

∂η

∂2w

∂z2
=

∂2w

∂ξ2
+ 2

∂2w

∂ξ∂η
+

∂2w

∂η2

∂w

∂t
= c

(
∂w

∂ξ
− ∂w

∂η

)
∂2w

∂t2
= c2

(
∂2w

∂ξ2
− 2

∂2w

∂ξ∂η
+

∂2w

∂η2

)
D. Kern | T. Nagel � Vorlesung Bodendynamik � Sommersemester 2023 12



Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 2/5

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt

∂2w

∂ξ∂η
= 0

und anschlieÿende Integration nach ξ und dann nach η führt zu

∂w

∂η
= ϕ(η)

w = Φ(η) + Ψ(ξ).

Die allgemeine Lösung der Wellengleichung besteht aus �einer nach rechts� und
�einer nach links laufenden� Funktion.
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Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 3/5

Um die Funktionen zu bestimmen, sind die Anfangsbedingungen,
einfachheitshalber zu t = 0, auszuwerten

w0(z) = Ψ(z) + Φ(z),

ẇ0(z) = cΨ′(z)− cΦ′(z),

oder nach Integration der zweiten Gleichung

w0(z) = Ψ(z) + Φ(z),∫ z

z0

ẇ0(z̄) dz̄ +K = cΨ(z)− cΦ(z),

Dieses Gleichungssystem lässt sich algebraisch nach den gesuchten Funktionen
au�ösen.
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Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 4/5

Φ(z) =
1

2
w0(z)−

1

2c

∫ z

z0

ẇ0(z̄) dz̄,

Ψ(z) =
1

2
w0(z) +

1

2c

∫ z

z0

ẇ0(z̄) dz̄,

und zurück in den Originalkoordinaten

w(z, t) =
1

2

(
w0(z − ct) + w0(z + ct)

)
+

1

2c

∫ z+ct

z−ct
ẇ0(z̄) dz̄.
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Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 5/5

z

t

z0

z = z0 − ct z = z0 + ct

Ein�ussbereich
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Anhang

D'ALEMBERTSCHER WELLENANSATZ 5/5

z

t

z1

t1

z = z1 + c(t− t1) z = z1 − c(t− t1)

Abhängigkeitsintervall
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Anhang

HALBUNENDLICHER STAB 1/3

z = 0 z = ∞

Φ(z) =
1

2
w0(z)−

1

2c

∫ z

z0

ẇ0(z̄) dz̄,

Ψ(z) =
1

2
w0(z) +

1

2c

∫ z

z0

ẇ0(z̄) dz̄,

Für den halbunendlichen Stab brauchen wir

Φ(z − ct) für alle −∞ < z − ct < ∞
Ψ(z + ct) für alle 0 < z + ct < ∞

Für z − ct ≥ 0 greifen wir auf bekannte Anfangsbedingungen zurück und
erhalten die D'Alembertsche Lösung, wie für den unendlichen Stab.
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Anhang

HALBUNENDLICHER STAB 2/3

Im anderen Fall z − ct < 0 nutzen wir die Randbedingung

w(0, t) = Φ(0− ct) + Ψ(0 + ct) = 0

und erkennen eine Spiegelung

Φ(−ct) = −Ψ(ct).

Weil diese Beziehung für alle Zeiten t gilt, lässt sich folgende Ersetzung durch
bekannte Gröÿen durchführen

Φ(z − ct︸ ︷︷ ︸
<0

) = −Ψ(−z + ct︸ ︷︷ ︸
>0

).
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Anhang

HALBUNENDLICHER STAB 3/3

Damit lautet das Endergebnis �modi�zierte D'Alembertsche Lösung�

w(z, t) =


1
2

(
w0(z − ct) + w0(z + ct)

)
+ 1

2c

∫ z+ct
z−ct ẇ0(z̄) dz̄, z ≥ ct,

1
2

(
−w0(−z + ct) + w0(z + ct)

)
+ 1

2c

∫ z+ct
−z+ct ẇ0(z̄) dz̄, z < ct.

z

t

z = ct
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Anhang

ÜBERGANGSBEDINGUNGEN 1/3

z = h

1 2

Kinematische (ẇ(h−) = ẇ(h+)) und kinetische Kontinuität (N(h−) = N(h+))
an der Stelle z = h

−c1Φ
′
1(z − c1t) + c1Ψ

′
1(z + c1t) = −c2Φ

′
2(z − c2t),

E1A1Φ
′
1(z − c1t) + E1A1Ψ

′
1(z + c1t) = E2A2Φ

′
2(z − c2t).

Aufgelöst nach re�ektierter und transmittierter Welle

Ψ′
1 =

c2/c1 − E2A2/(E1A1)

c2/c1 + E2A2/(E1A1)
Φ′
1,

Φ′
2 =

2

c2/c1 + E2A2/(E1A1)
Φ′
1.
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Anhang

ÜBERGANGSBEDINGUNGEN 2/3

Für einen Stab konstanter Querschnitts�äche A1 = A2 = A lauten die
Schnelleverhältnisse

Rv =
c1Ψ

′
1

−c1Φ′
1

=
ρ1c1 − ρ2c2
ρ1c1 + ρ2c2

,

Tv =
−c2Φ

′
2

−c1Φ′
1

=
2ρ1c1

ρ1c1 + ρ2c2
,

und die Spannungsverhältnisse

Rσ =
E1Ψ

′
1

E1Φ′
1

= −ρ1c1 − ρ2c2
ρ1c1 + ρ2c2

,

Tσ =
E2Φ

′
2

E1Φ′
1

=
2ρ2c2

ρ1c1 + ρ2c2
.
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Anhang

ÜBERGANGSBEDINGUNGEN 3/3

Der Grenzfall sehr kleiner Stei�gkeit des anschlieÿenden Abschnitts nähert sich
einer Re�exion am freien Rand

lim
c2→0

Rv = 1,

lim
c2→0

Rσ = −1,

und im Grenzfall sehr hoher Steifkeit einer Re�exion am festen Rand

lim
c2→∞

Rv = −1,

lim
c2→∞

Rσ = 1.
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Anhang

BEISPIEL
Re�exion und Transmission beim Übergang von einem Material in ein anderes

t

v
z

v
z

v
z

v
z

v
z

v
z

v
z

v
z

t

−σ
z−σ
z−σ
z−σ
z−σ
z−σ
z−σ
z−σ
z

E1 = 9E2, A1 = A2, ρ1 = ρ2 [Ver10]

D. Kern | T. Nagel � Vorlesung Bodendynamik � Sommersemester 2023 23



Anhang

ENERGIETRANSPORT
Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z1, z2]

d

dt

(
Ekin + Epot

)
= P (z1, t)− P (z2, t)

Ekin =

∫ z2

z1

1

2
ρAẇ2 dz

dEkin

dt
=

∫ z2

z1

ρAẇẅ dz =

∫ z2

z1

EAẇw′′ dz

Epot =

∫ z2

z1

1

2
EAw′2 dz

dEpot

dt
=

∫ z2

z1

EAw′ẇ′ dz
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Anhang

ENERGIETRANSPORT
Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z1, z2]

d

dt

(
Ekin + Epot

)
= P (z1, t)− P (z2, t)

d

dt

(
Ekin + Epot

)
= EA

∫ z2

z1

ẇw′′ + w′ẇ′ dz

= EA
∣∣ẇw′∣∣z2

z1
+ EA

∫ z2

z1

−ẇ′w′ + w′ẇ′ dz

= EA
∣∣ẇw′∣∣z2

z1

Der Vergleich mit der Energiebilanz zeigt

P (z, t) = −EAw′(z, t)ẇ(z, t) = EAc

((
∂Φ(η)

∂η

)2

−
(
∂Ψ(ξ)

∂ξ

)2
)
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Anhang

PHASENGESCHWINDIGKEIT

Harmonische Wellen

cP

w(z, t) = ŵei(κz−ωt)

breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit

cP =
ω

κ

aus, wobei eine der beiden Gröÿen, ω oder κ, durch die Dispersionbeziehung
bestimmt ist.
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Anhang

GRUPPENGESCHWINDIGKEIT

Für ein Wellenpaket mit Spektrum W (κ)

cG

w(z, t) =
1

2π

∫ +∞

∞
W (κ)ei

(
κz−ω(κ)t

)
dκ

lautet die Gruppengeschwindigkeit

cG =
dω

dκ
,

wobei ω(κ) durch die Dispersiongleichung bestimmt ist.

Knobelspaÿ: Herleitung
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Anhang

DISPERSIONSBEZIEHUNG

κ

ω

cP
=
ω
κ

cG
=

dω
dκ

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
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Anhang

DISPERSION � BEISPIEL 1/3

z

F (t)

Dehnstab mit äuÿerer, verteilter Stei�gkeit [Ver10]

Bewegungsgleichung

ρAẅ − EAw′′ +
EA

H2
w = 0

ẅ − c2w′′ +
c2

H2
w = 0

Harmonischer Wellenansatz

w = ŵei(κz−ωt)

w′′ = −κ2ŵei(κz−ωt)

ẅ = −ω2ŵei(κz−ωt)
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Anhang

DISPERSION � BEISPIEL 2/3

Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung(
−ω2 + κ2c2 +

c2

H2

)
ŵei(κz−ωt) = 0

liefert die Dispersionbeziehung

ω2

κ2
= c2 +

c2

κ2H2
.

Daraus folgen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

cP = c
√

1 + (κH)−2,

cG =
c√

1 + (κH)−2
.
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Anhang

DISPERSION � BEISPIEL 3/3

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

1

2

3

4

cP
c

cG
c

κH

Phasen- und Gruppengeschwindigkeit in Abhängigkeit der Wellenzahl
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Anhang

DÄMPFUNG 1/2

Die Bewegungsgleichung mit innerer Dämpfung lautet

ρAẅ − EAw′′ − trEAẇ′′ = 0,

und der Ansatz w = ŵei(κz−ωt) liefert die Dispersionbeziehung

−ω2 + c2κ2 − iωκ2trc
2 = 0.

Die komplexe, frequenzabhängige Wellenzahl

κ = ±ω

c

√
1 + iωtr
1 + ω2t2r

= ±
(
κR(ω) + iκI(ω)

)
beschreibt Dispersion und Abklingen der Wellen

w(z, t) = ŵlefte
i
(
−κR(ω)z−ωt

)
eκI(ω)z + ŵrighte

i
(
κR(ω)z−ωt

)
e−κI(ω)z.
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Anhang

DÄMPFUNG 2/2

Die Bewegungsgleichung mit äuÿerer Dämpfung lautet

ρAẅ − EAw′′ +
ρA

tr
ẇ = 0.

Mit dem gleichen Ansatz wie zuvor erhalten wir

0 = −ω2 + c2κ2 − i
ω

tr
,

κ = ±ω

c

√
1 +

i

ωtr
= ±

(
κR(ω) + iκI(ω)

)
,

w(z, t) = ŵlefte
i
(
−κR(ω)z−ωt

)
eκI(ω)z + ŵrighte

i
(
κR(ω)z−ωt

)
e−κI(ω)z.

Anmerkung: Dämpfung ist meist vernachlässigbar, weil im 3D andere E�ekte
dominieren (Abklingen durch räumliche Ausbreitung, Dispersion durch
tiefenabhängige Elastizität).
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Anhang

EINFACHES ERDBEBENMODELL

x

z

urock(x, t)

Bild links: Au�ast (dunkelgrau) und weiche Bodenschicht (hellgrau) auf steifem Felsgrund
Bild rechts: Erdbebenwellenlänge im Vergleich zu den Abmessungen [Ver10]
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Anhang

BEWEGUNGSGLEICHUNG

z

τ

u

τ + ∂τ
∂z∆z

Freischnitt eines in�nitesimalen Bodenelements [Ver10]

∂τ

∂z
= ρ

∂2u

∂t2
mit τ = µ

(
∂u

∂z
+

∂w

∂x

)
≈ µ

∂u

∂z
,

µ
∂2u

∂z2
= ρ

∂2u

∂t2
,

c2
∂2u

∂z2
=

∂2u

∂t2
mit c2 =

µ

ρ
Wellengleichung ,
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Anhang

STATIONÄRER ZUSTAND 1/2
x

z

Ansatz
u(x, z, t) = f(z) sin(ωt− κhx)

Randbedingungen

z = 0 :
∂u

∂z
= 0

z = h : u = u0 sin(ωt− κhx)

Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung

c2f ′′ + ω2f = 0 Schwingungsgleichung ,
f ′(0) = 0

f(h) = u0
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Anhang

STATIONÄRER ZUSTAND 2/2

Die allgemeine Lösung der homogenen Di�erentialgleichung

f ′′ + κ2vf = 0 mit κv =
ω

c

lautet (siehe Einmassenschwinger)

f(z) = C1 cos
(
κvz
)
+ C2 sin

(
κvz
)
.

Die Konstanten folgen aus den Randbedingungen

−C1κv sin(0) + C2κv cos(0) = 0 ; C2 = 0

C1 cos
(
κvh

)
= u0 ; C1 =

u0

cos
(
κvh

)
Als Endergebnis für den gewählten Ansatz erhalten wir

u(x, z, t) =
u0

cos
(
κvh

) cos(κvz) sin(ωt− κhx).
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Anhang

BERÜCKSICHTIGUNG VON AUFLASTEN

Der dunkle Bereich modelliert ein Gebäude [Ver10]

z = 0 : µ
∂u

∂z
= ρd

∂2u

∂t2
diskrete Randmasse

u(x, z, t) = u0
cos
(
κvz
)
− dκv sin

(
κvz
)

cos
(
κvh

)
− dκv sin

(
κvh

) sin(ωt− κhx)
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Anhang

BERÜCKSICHTIGUNG INNERER DÄMPFUNG 1/2

Bewegungsgleichung
∂2u

∂t2
= c2

∂2u

∂z2
+ c2tr

∂3u

∂z2∂t

und Randbedingungen

z = 0 : µ
∂u

∂z
+ µtr

∂2u

∂z∂t
= ρd

∂2u

∂t2
ohne Au�ast d = 0

z = h : u = u0 sin(ωt− κhx)

Ansatz
u(x, z, t) = f(z) sin(ωt− κhx) + g(z) cos(ωt− κhx)
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Anhang

BERÜCKSICHTIGUNG INNERER DÄMPFUNG 2/2

Relative Verschiebungsamplituden an der Ober�äche in Abhängigkeit der dimensionslosen
Anregungsfrequenz für verschiedene Dämpfungsgrade [Ver10]
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Anhang

BERÜCKSICHTIGUNG INNERER DÄMPFUNG 2/2

Verschiebungsverläufe zu den dimensionslosen Zeiten ωt = 0, 1
2
π, π, 3

2
π [Ver10]
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Anhang

INNERE DÄMPFUNG UND AUFLAST

Relative Verschiebungsamplituden an der Ober�äche in Abhängigkeit der dimensionslosen
Anregungsfrequenz für zwei Dämpfungsgrade und drei Au�asten [Ver10]
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