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Eindimensionale Strukturmodelle

Dehnstab! Scherstab?! Torsionsstab!
l — 1 | | | |
12 \_/
2 2
pAZY — EATY =0 pATL — GAZYL =0 phy %8 — G 3% =0

Allgemein wird diese Gleichung als Wellengleichung bezeichnet, mathematisch gehort
sie zum hyperbolischen Grundtyp partieller Differentialgleichungen. Sie kommt auch in
weiteren Gebieten der Physik vor, z.B. Saitenschwingungen oder Elektrodynamik in
einem Leiter (Telegraphengleichung).

'konstante Querschnittseigenschaften
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Bewegungsgleichung des Dehnstabs

w(z,t)
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pAAzw = N(z+ Az) — N(z)

pADzw = EAW'(z + Az) — EAW/(2)

pw = Ew"

Wellengleichung (hyperbolische PDE)
W= V2 w'

mit v2 = E/p, w = 9% und w' = 2%
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D’'Alembertscher Wellenansatz

Sowohl links- als auch rechtslaufende Wellen

wh(z,t) = wy (z + vt),

w(z,t) = wy (z — vt),

erflillen die Wellengleichung
W — V2 W//,

ihre Aufteilung folgt aus den Anfangsbedingungen

wt(z, to) + w(z, to),
W+(Z, to) + w (z, to).

wo(z)

Wo(z)
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Raumlich-zeitliche Ausbreitung

(£,2) = dsin(kz —wt) mit 5= = 2n ©
u(t,z) = dsin(kz — w it K=—, w=— V= — = —.
’ A7 T K
u(to, z Vi u(t, za)
M w
L z . t
= A 1 ~ Tl bl
langsame Welle
v2 u(t,za)

u(to, z)
| __
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Beispiel

Anfangsbedingungen:  wy(z) = {
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Beispiel

t
T T Z
-1 1
Losungsbereiche im z-t-Diagramm
QGAKg,
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Haufige Randbedingungen

« vorgeschriebene Verschiebung — w(zg, t) = wg(t)
« vorgeschriebene Kraft EAW'(zg, t) = Fgr(t)

fester Rand w(zg, t) = 0 an der Stelle zg =0

w, N
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Haufige Randbedingungen

« vorgeschriebene Verschiebung — w(zg, t) = wg(t)
« vorgeschriebene Kraft EAW'(zg, t) = Fgr(t)

freier Rand EAw'(zg, t) = 0 an der Stelle zg = 0

w, N
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Diskrete Elemente

|~

WE
Q, g
Y

WR

Die Aufteilung einer einfallenden Welle (rechtslaufend angenommen) wg(z, t) in
reflektierte Welle wr(z, t) und transmittierte Welle wr(z, t) ist festgelegt durch

Kontinuitit in den Verschiebungen und das Kriftegleichgewicht an der Ubergangsstelle
(z=0)

wi(0, t) + wg (0, t) = wr (0, t),
Ng(0, t) + Ng(0, t) = Nr(0, t) — mwr(0, t) — cwr(0, t) — kwr(0, t).

QGAKY
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Bodendynamik



Dispersion
Frequenzabhingige Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen

f(k,w)=0.

Dispersion im Prisma erzeugt ein Farbspektrum [Suidroot]

Unterschiedliche Geschwindigkeiten fiihren zu unterschiedlichen Brechungswinkeln
9 Dominik Kern
Bodendynamik


https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=3728535

— Schwebung

Exkurs




Exkurs — Schwebung

Welle groerer Wellenlange nach rechts ~» Einhiillende nach links

Dominik Kern
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Dispersion — Konsequenzen

Beliebige Wellenpakete lassen sich durch harmonische Wellen approximieren (siehe

Fourier-Transformation), aber wir miissen nun zwischen Phasengeschwindigkeit und
Gruppengeschwindigkeit unterscheiden.

400
!
2
LM Smikomma.de
oo T T T T T 1 T T T 1
-10 10 20 30 40 50 60 70
X
=20
-4004

11 | Dominik kern Rechteckiges Wellenpaket in einem dispersiven Medium [mikomma]
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http://www.mikomma.de/optik/disp/dispimp.htm

Endlicher Stab
In endlichen Wellenleitern iiberlagern sich die reflektierten Wellen passender
Wellenldnge konstruktiv, wahrend sich Wellen anderer Wellenlangen ausldschen. Die
verbleibenden stehenden Wellen (Eigenschwingungen) kdnnen mittels eines
Separationsansatzes bestimmt werden

w(z, t) = Z(2) T (1),
eingesetzt in die Wellengleichung (partielle Differentialgleichungen)
v2Z"(2)T(t) = Z(2)T(t),
fiihrt er auf zwei gewdhnliche Differentialgleichungen

const. — v2Z"(z) _ T(t)
- Z(2) T(t)

12 Dominik Kern
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[Kiih23]  Anja Kiihne. ,,Damping-induced dispersion in simple waveguides”. In: GAMM
Archive for Students 5.1 (Mai 2023). DOI: 10.14464/gammas.v5il.587.
URL: https://www.bibliothek.tu-
chemnitz.de/ojs/index.php/GAMMAS/article/view/587.

[Ver10]  Arnold Verruijt. An Introduction to Soil Dynamics. Bd. 47. 12. Dordrecht:
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978-90-481-3440-3. DOI: 10.1007/978-90-481-3441-0.
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https://doi.org/10.14464/gammas.v5i1.587
https://www.bibliothek.tu-chemnitz.de/ojs/index.php/GAMMAS/article/view/587
https://www.bibliothek.tu-chemnitz.de/ojs/index.php/GAMMAS/article/view/587
https://doi.org/10.1007/978-90-481-3441-0

Erganzende Herleitungen und Beispiele

¢ Ldsungstheorie

« Ubergangsbedingungen

¢ Energietransport
 Dispersion

Einfaches Erdbebenmodell
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D'Alembertscher Wellenansatz 1/5

Kanonische Koordinaten und Phasengeschwindigkeit ¢ — N &
E=z+ct
n=z—ct

damit w(&(z, t),n(z, t)) und die Ableitungen

ow _ow 0w
0z  9¢&  On
Pw B Pw Pw  Pw

22 ~ 02 " “oton T o

ow __(w_ow
ot o On
P?w » (0w Pw  Pw
—5 =¢C -2 +
ot? €2 0&0n  On?
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D'Alembertscher Wellenansatz 2/5

Einsetzen in die Wellengleichung ergibt
0w B
9o

und anschlieBende Integration nach £ und dann nach 7 fiihrt zu

ow
8717 = ¢(n)

w = &(n) + V(¢).

Die allgemeine Losung der Wellengleichung besteht aus “einer nach

nach links laufenden” Funktion.

16 Dominik Kern
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D'Alembertscher Wellenansatz 3/5

Um die Funktionen zu bestimmen, sind die Anfangsbedingungen, einfachheitshalber zu

t = 0, auszuwerten

wo(2)

v
Wo(Z) Cc

(2) + ©(2),
W(z) -

cd'(2),

oder nach Integration der zweiten Gleichung
wo(z) = V(z) + ®(2),
/ Wwp(Z)dz + K = cV(z) — cP(2),

20

Dieses Gleichungssystem l3sst sich algebraisch nach den gesuchten Funktionen aufldsen.

17 Dominik Kern
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D'Alembertscher Wellenansatz 4/5

und zuriick in den Originalkoordinaten

w(z, t) = %(Wo(z —ct) + wo(z + ct)>

18 Dominik Kern
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D'Alembertscher Wellenansatz 5/5
t

A~

z=2z2y—ct

20

z=2zy+ ct

Einflussbereich
19 Dominik Kern
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D'Alembertscher Wellenansatz 5/5
t

t1+

z=2z1+c(t—t1)

Z=21—C(t—t1)

21

Abhéangigkeitsintervall
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Halbunendlicher Stab 1/3

b(2) = %Wo(z) _ 2—1C / iio(2) 3,
vz L 1

Swo(2) + - /ZO Wo(2) dz,

Fiir den halbunendlichen Stab brauchen wir
®(z — ct)

fur alle
V(z + ct)

—oo<z—ct<o

fur alle 0<z4ct<o0

Fiir z — ct > 0 greifen wir auf bekannte Anfangsbedingungen zuriick und erhalten die
D’Alembertsche Losung, wie fiir den unendlichen Stab.

20 Dominik Kern
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Halbunendlicher Stab 2/3

Im anderen Fall z — ¢t < 0 nutzen wir die Randbedingung

w(0,t) =0 —ct)+ V(0 +ct)=0

und erkennen eine Spiegelung

O(—ct) = —V(ct).

Weil diese Beziehung fiir alle Zeiten t gilt, l3sst sich folgende Ersetzung durch bekannte
GroRen durchfiihren

®(z —ct) = —V(—z+ ct).
—— ———
<0 >0

Dominik Kern
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Halbunendlicher Stab 3/3

Damit lautet das Endergebnis modifizierte D'Alembertsche Lésung

Wo(Z — Ct) + Wo(Z + Ct)) + 3¢ fz+Ct A

—wo(—z + ct) + wo(z + ct) ) + 5 fzjfct v‘vo(z) dz,

w(z, t) =

NI= N

z > ct,

z < ct.

22 Dominik Kern
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Ubergangsbedingungen 1/3

®

z=nh

Kinematische (w(h~) = w(h™)) und kinetische Kontinuitat (N(h~) = N(h')) an der
Stelle z=h

—a®i(z — at)+ aVi(z+ at) = —ad5(z — ot),

ElAlq)g_(Z — Clt) + E1A1\U&(Z + Clt) = E2A2¢I2(Z — Cgt).
Aufgeldst nach reflektierter und transmittierter Welle

w, i C2/C1 — E2A2/(E1A1) ’
1=

oy,
o/a + EAr/(E1AL) 1
2
P, =

.
o/ + BAy/(E1Ar)
23 Dominik Kern
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Ubergangsbedingungen 2/3

Fiir einen Stab konstanter Querschnittsfliche A; = A, = A lauten die

Schnelleverhaltnisse

R, =

Ty

und die Spannungsverhiltnisse

24 Dominik Kern
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aViy  pa—po
—a®  pa+pe’
*C2¢/2 N 2p1C1

—a®)  pra+pec’

EV _ pia—pe

E®)  pra+pc’
E2¢,2 . 2p2C2

Ex®,  pici+ paco’
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Ubergangsbedingungen 3/3
Der Grenzfall sehr kleiner Steifigkeit des anschlieBenden Abschnitts nahert sich einer
Reflexion am freien Rand

lim R, =1,

(.‘2%0

lim R, = —1,

C2 —0

und im Grenzfall sehr hoher Steifkeit einer Reflexion am festen Rand

Dominik Kern
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Beispiel

Reflexion und Transmission beim Ubergang von einem Material in ein anderes

26
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E1 = 9E2, Al = A2, pP1L = P2 [VerlO]
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Energietransport
Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z, z5]

d

dt (Ekin + Epot) = ’D(Zla t) - ’D(Z27 t)

z
dEyin 2 i .
ko _ / pAww dz = / EAwwW" dz
dt 2 2
2
Epot = | ZEAW?dz
7

27 Dominik Kern
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Energietransport

Energiebilanz eines endlichen Abschnitts [z, z5]

d

T (Exin + Epot) = P(z1,t) — P(22, t)

z
%(Ekin + Epot) = EA/ ww” + w'w' dz
z
2
= EA |WW’}2 + EA/ —w'w +w'w dz
7

— EA|iw|

Der Vergleich mit der Energiebilanz zeigt

27 Dominik Kern
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Phasengeschwindigkeit

cp

Harmonische Wellen %

w(z, t) = wel(hz—wt)
breiten sich mit der Phasengeschwindigkeit

w

K

CP:

aus, wobei eine der beiden Grolen, w oder &, durch die Dispersionbeziehung bestimmt
ist.

28 Dominik Kern
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Gruppengeschwindigkeit
Jo
—

Fiir ein Wellenpaket mit Spektrum W/(x)

+o00 .
w(z, t) = 217r/ W(k)e' (rz-w()t) dr

o0
lautet die Gruppengeschwindigkeit
G = di)

K

wobei w(k) durch die Dispersiongleichung bestimmt ist.

Knobelspal3: Herleitung

29 Dominik Kern
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Dispersionsbeziehung

w
Qw ==
= 8% ="
cG
/// Z w
e
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit
Dominik Kern
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Dispersion — Beispiel 1/3

N <—
G QR Q'S
— =

[ R R G
—

Dehnstab mit duBerer, verteilter Steifigkeit [Ver10]

31 Dominik Kern
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Bewegungsgleichung

EA
pAW — EAW" + Y= 0

; c
w—cw 4+ —w=0

2
Harmonischer Wellenansatz

W = Wel(/{szt)

w' = —k2 Wel(nz—wt)

W= _WZWel(nz—wt)
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Dispersion — Beispiel 2/3

Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung

2 .
(—w2 + K22+ ;2> we(h7=wt) — 0

liefert die Dispersionbeziehung

2

2
— =Cc" + .
K2 K2 H?

Daraus folgen Phasen- und Gruppengeschwindigkeit

C2

cp =cy/1+ (kH)™2,
c

G=
“ 14 (kH)™2

Dominik Kern
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Dispersion — Beispiel 3/3

4 A
3 41
2 41
cp
c
1 4 ... ... e . I C===——————/———————————————
=¢}
c

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Phasen- und Gruppengeschwindigkeit in Abhdngigkeit der Wellenzahl
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Diampfung 1/2

Die Bewegungsgleichung mit innerer Dampfung lautet
pAWr — EAW" — t,EAW" = 0,
und der Ansatz w = we'(v2=%1) |iefert die Dispersionbeziehung

—w? + K% — i(,u/‘iztrc2 =0.

Die komplexe, frequenzabhingige Wellenzahl

w |14 iwt, .
R = E o e — EIRE) + (@)

beschreibt Dispersion und Abklingen der Wellen [Kiih23]

W(z, t) _ Wleftei(—nR(w)szt) er1(w)z + Wrightei(KR( )z—wt) e—r1(w)z.

34 Dominik Kern
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Diampfung 2/2
Die Bewegungsgleichung mit duRerer Dampfung lautet
A
pAw — EAW" + "2 = 0.

T

Mit dem gleichen Ansatz wie zuvor erhalten wir [Kiih23]

W
0=—w?+c%k?—i—,
T

+(kr(w) + ik1(w)),

(NR(W)wat) e HI (w)z.

w i
k==E—4/1+ =
Cc Wty

W(Z, t) _ Wleftei(fnR(w)szt) em(w)z + Wrightei

Anmerkung: Dampfung ist meist vernachldssigbar, weil im 3D andere Effekte
dominieren (Abklingen durch rdumliche Ausbreitung, Dispersion durch tiefenabhingige

Elastizitat).

35 Dominik Kern
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Einfaches Erdbebenmodell

—

urock(X7 t) \

Fig. 3.2 Wave length compared to thickness of layer, L2/ 2 =10

Dominik Kern

Bild links: Auflast (dunkelgrau) und weiche Bodenschicht (hellgrau) auf steifem Felsgrund
Bild rechts: Erdbebenwellenlinge im Vergleich zu den Abmessungen [Ver10]
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Bewegungsgleichung
T &——
__> u

+=> T+ aTAz

Freischnitt eines infinitesimalen Bodenelements [Ver10]

or _ Pu (B, 0w O
9z~ Por TR 8z Tax ) T ez
0%u 0%u
Moz = o
0’u  0%u I
2= = i 2=C Wellengleich ©
c 072 BYe. mit c P ellengleichung
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Stationdrer Zustand 1/2

38

X

Ansatz
u(x,z,t) = f(z)sin(wt — Kpx)

Randbedingungen
ou
u = upsin(wt — Kpx)

Einsetzen des Ansatzes in die Bewegungsgleichung

Af" W =0 Schwingungsgleichung ©

£(0) = 0
f(h) = Up

Dominik Kern
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Stationdrer Zustand 2/2

Die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
w

f/+r52f =0 mit ky = c

lautet (siehe Einmassenschwinger)
f(z) = Crcos(kyz) + Gosin(kyz).

Die Konstanten folgen aus den Randbedingungen
G=0

—Cikysin(0) + Gokycos(0) =0 ~
Uo

C Vh = N C =

1 cos(kvh) = up 1 P gy

Als Endergebnis fiir den gewahlten Ansatz erhalten wir

u(x, z, t) = cos(rh) cos(kyz) sin(wt — Kkpx).

39 Dominik Kern
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Beriicksichtigung von Auflasten

Der dunkle Bereich modelliert ein Gebiude [Verl0]

0 0?
z=0: ua—g = pd@ diskrete Randmasse
v —d v . v .
u(x,z,t) = up cos v2) " an(/a 2) sin(wt — Kpx)
COS(K,Vh) — dky SIH(KVh)
40 Dominik Kern

Bodendynamik

GAK,
S
&
S
AR
4
e pes”

O
Fw>



Beriicksichtigung innerer Dampfung 1/2

Bewegungsgleichung
o2~ 0z2 F0z20t
und Randbedingungen
ou 0?u 0%u
z=0: ME -+ ,U/tr@ =p ﬁ ohne Auflast
z=h:

d=0
u = upsin(wt — Kpx)

Ansatz

u(x,z,t) = f(z)sin(wt — kpx) + g(z) cos(wt — ryx)

41
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Beriicksichtigung innerer Dampfung 2/2

Fig. 3.5 Amplitude of wave 10,
at the top of the layer

g fuo

o

P—— [
et

q‘: 0.01 \
\
Ve e _ \
~—=05 —
&0 )/ 10
wh/c

Relative Verschiebungsamplituden an der Oberflache in Abhidngigkeit der dimensionslosen
Anregungsfrequenz fiir verschiedene Dampfungsgrade [Ver10]
42 Dominik Kern
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Beriicksichtigung innerer Dampfung 2/2

\ N/
\/ N4
K
z/h / \ NG z/h
\ )
N |/ /\
~\
05 0 5 oz 0 5
w/ug w/ug
Fig. 3.6 Displacements as a function of depth, wh/c =35, ¢ =0.0l and ¢ =0.2
4_2 Dominik Kern

Verschiebungsverldufe zu den dimensionslosen Zeiten wt =0 %w, T,
Bodendynamik
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Innere Dampfung und Auflast

1

10

g fug

we fuo

[

—
S
R——
e
[

d/hi=(

e
N — =

N

— 0 d»)‘ —

0 5 10 ) 5
wh/fe

Il

I/

Fig. 3.7 Amplitude of wave at the top of the layer, { =0.1 and £ =0.5

Relative Verschiebungsamplituden an der Oberflache in Abhidngigkeit der dimensionslosen
Anregungsfrequenz fiir zwei Dampfungsgrade und drei Auflasten [Verl0]

43 Dominik Kern

9P,
Bodendynamik

<
>

Fw>

KON
e 1pee”



	Eindimensionale Wellenleiter
	Literaturverzeichnis
	Literatur
	Anhang
	Lösungstheorie
	Übergangsbedingungen
	Energietransport
	Dispersion
	1.5D Erdbebenmodell


	anm3: 
	3.49: 
	3.48: 
	3.47: 
	3.46: 
	3.45: 
	3.44: 
	3.43: 
	3.42: 
	3.41: 
	3.40: 
	3.39: 
	3.38: 
	3.37: 
	3.36: 
	3.35: 
	3.34: 
	3.33: 
	3.32: 
	3.31: 
	3.30: 
	3.29: 
	3.28: 
	3.27: 
	3.26: 
	3.25: 
	3.24: 
	3.23: 
	3.22: 
	3.21: 
	3.20: 
	3.19: 
	3.18: 
	3.17: 
	3.16: 
	3.15: 
	3.14: 
	3.13: 
	3.12: 
	3.11: 
	3.10: 
	3.9: 
	3.8: 
	3.7: 
	3.6: 
	3.5: 
	3.4: 
	3.3: 
	3.2: 
	3.1: 
	3.0: 
	anm2: 
	2.39: 
	2.38: 
	2.37: 
	2.36: 
	2.35: 
	2.34: 
	2.33: 
	2.32: 
	2.31: 
	2.30: 
	2.29: 
	2.28: 
	2.27: 
	2.26: 
	2.25: 
	2.24: 
	2.23: 
	2.22: 
	2.21: 
	2.20: 
	2.19: 
	2.18: 
	2.17: 
	2.16: 
	2.15: 
	2.14: 
	2.13: 
	2.12: 
	2.11: 
	2.10: 
	2.9: 
	2.8: 
	2.7: 
	2.6: 
	2.5: 
	2.4: 
	2.3: 
	2.2: 
	2.1: 
	2.0: 
	anm1: 
	1.39: 
	1.38: 
	1.37: 
	1.36: 
	1.35: 
	1.34: 
	1.33: 
	1.32: 
	1.31: 
	1.30: 
	1.29: 
	1.28: 
	1.27: 
	1.26: 
	1.25: 
	1.24: 
	1.23: 
	1.22: 
	1.21: 
	1.20: 
	1.19: 
	1.18: 
	1.17: 
	1.16: 
	1.15: 
	1.14: 
	1.13: 
	1.12: 
	1.11: 
	1.10: 
	1.9: 
	1.8: 
	1.7: 
	1.6: 
	1.5: 
	1.4: 
	1.3: 
	1.2: 
	1.1: 
	1.0: 
	anm0: 
	0.29: 
	0.28: 
	0.27: 
	0.26: 
	0.25: 
	0.24: 
	0.23: 
	0.22: 
	0.21: 
	0.20: 
	0.19: 
	0.18: 
	0.17: 
	0.16: 
	0.15: 
	0.14: 
	0.13: 
	0.12: 
	0.11: 
	0.10: 
	0.9: 
	0.8: 
	0.7: 
	0.6: 
	0.5: 
	0.4: 
	0.3: 
	0.2: 
	0.1: 
	0.0: 


