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Verschiedene Modelle eines Geb3udes auf Baugrund [Hau86]
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Freie Schwingungen, ungedimpft

Modell
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Freie Schwingungen, ungedimpft

ku ,mii

Modell und Freischnitt
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Freie Schwingungen, ungedimpft

Bewegungsgleichung
u —ku—mi=0
m
k
E ku Emii

Modell und Freischnitt
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Freie Schwingungen, ungedimpft

Bewegungsgleichung
u —ku—mi=0
Standardform
m
B i+wiu=0
k
E ku Emii

Modell und Freischnitt
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Freie Schwingungen, ungedimpft

Bewegungsgleichung
u —ku—mi=0
Standardform
m
1 i+wiu=0
k
E ku Emii Losung

u(t) = By coswyt 4+ Basinwpt

Modell und Freischnitt mit By, B> aus u(to) = uo, u(to) = to
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Freie Schwingungen, gedimpft 1/4
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Freie Schwingungen, gedimpft 1/4
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Freie Schwingungen, gedimpft 1/4
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Bewegungsgleichung

—ku—cu—mi=0



Freie Schwingungen, gedimpft 1/4
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o]
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Bewegungsgleichung
—ku—ci—mi=0
Standardform
i +2Dwnti + wiu =0

2Dw, =

Il> 3n



Freie Schwingungen, gedimpft 2/4

i + 2Dwnti + w2u =0
u(to) ug
i(to) = do

Gewohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ~»
Exponentialansatz u(t) = Ae™ ~ charakteristische Gleichung

r? +2Dwnr + w2 =0
~ n,n = —Dw,, :I:w,,\/ D2 -1
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Freie Schwingungen, gedimpft 3/4
« D? > 1 iiberkritisch gedampft

u(t) =

Aler1t+A2er2t
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Freie Schwingungen, gedimpft 3/4

« D? > 1 iiberkritisch geddmpft: r,m € Rund n <r <0

u(t) = Aret + Ayet = Aje™v wn(D=vD?=1)t | A o=wn(D+VD?-1)t

« D? < 1 unterkritisch gedampft: r,nreCundn="n

u(t) = Are"t + Are™t = &(Bl coswpt + Bysinwpt)

mit wp = wpV' 1 — D? und § = Dw,, Herleitung siehe Anhang.
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Freie Schwingungen, gedimpft 3/4

« D? > 1 iiberkritisch geddmpft: r,m € Rund n <r <0

u(t) = Aret + Ayet = Aje™v wn(D=vD?=1)t | A o=wn(D+VD?-1)t
« D? < 1 unterkritisch gedampft: r,nreCundn="n

u(t) = Are"t + Are™t = ‘”(Bl coswpt + Bysinwpt)

mit wp = wpV' 1 — D? und § = Dw,, Herleitung siehe Anhang.
« D? =1 kritisch gedampft:  r,ncRundrp=r <0

u(t) = (A1 + Asxt)e™ = (A + Axt)e P

Herleitung ist KnobelspaR, Hinweis mehrfache Nullstellen!
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Freie Schwingungen, gedimpft 4/4
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 1/2
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Modell
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 1/2

Yy
F(t
m
k
L ku ,mii F(Q
N\ A 4

Modell und Freischnitt
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 1/2

Bewegungsgleichung
u F(t)—ku—mi=0
F(t
m
k
L ku ,mii F(Q
A) A)

Modell und Freischnitt
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 1/2

Bewegungsgleichung
u F(t)—ku—mi=0
F(t Standardform
" i+ wiu = w?a(t)
k n® 7 ¥n
k
wi=—
m
ku ,mii F(t) F(t)
) < 4 a(t) T

Modell und Freischnitt
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 2/2

Die Gesamtlosung ist die Summe aus der Lésung der homogenen Gleichung
(Einschwingen) und einer partikuldren Losung (eingeschwungener Zustand).

Bei einfacher harmonischer Anregung
a(t) = assinwt + ac coswt

lautet die Gesamtlosung (Herleitung siehe Anhang) fiir w # wy,

) assinwt + ac coswt
t) = Bycoswpt + By s t
u(t) 1 COswpt + Basinwpt + 1= (w/wn)? )
up(t)
up(t)

wobei die unbestimmten Koeffizienten B; und B aus den Anfangsbedingungen

u(tp) = up und a(ty) = dp folgen.

9 Dominik Kern
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 2/2

Die Gesamtlosung ist die Summe aus der Lésung der homogenen Gleichung
(Einschwingen) und einer partikuldren Losung (eingeschwungener Zustand).

Bei einfacher harmonischer Anregung
a(t) = assinwt + ac coswt

lautet die Gesamtlosung (Herleitung siehe Anhang) fiir w # wy,

) assinwt + ac coswt
t) = Bycoswpt + By s t
u(t) 1 COswpt + Basinwpt + 1= (w/wn)? )
up(t)
up(t)

wobei die unbestimmten Koeffizienten B; und B aus den Anfangsbedingungen

u(tp) = up und a(ty) = dp folgen.

etwas besonderes (KnobelspaB).

Anmerkung: das Einschwingen endet nie und bei Resonanzanregung w = w,, passiert
9 Dominik Kern
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 1/5
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 1/5
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 1/5
Bewegungsgleichung

u F(t)—ku—cu—mi=0
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 1/5

10 | Dominic KModeII und Freischnitt
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Bewegungsgleichung
F(t)—ku—ci—mi=0
Standardform

ii + 2Dwnti + wiu = w3a(t)

n

2Dw, = =
m
k
w2=X
m

F(t)



Erzwungene Schwingungen, gediampft 2/5

Fiir einfache harmonische Anregung a(t) = ac coswt + ag sinwt lautet die
GesamtlGsung

u(t) = e_ét(Bl coswpt + Basinwpt) + uc coswt + ussinwt,

up(t)

up(t)
wobei die unbestimmten Koeffizienten B; und B aus den Anfangsbedingungen
u(ty) = up und u(ty) = do folgen, wihrend die Koeffizienten der partikuldren Losung

durch die Anregung festgelegt sind (siehe nachste Folie).
Die Losung up(t) entspricht der freien geddmpften Schwingung.
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Erzwungene Schwingungen, gedimpft 3/5

Die Koeffizienten der partikuldren Lésung up(t) = uc coswt + us sinwt lauten
uc = V2((1 - 8%)ac — 2Dpas ).
us = V? ((1 — B%as + 2Dﬂac>,
mit den HilfsgroBen VergroBerungsfunktion und Abstimmungsverhaltnis
B 1
V(1= 5?2+ 2Dy

12 Dominik Kern
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Erzwungene Schwingungen, gedimpft 4/5

Alternativ lassen sich Anregung und eingeschwungene Antwort auch durch Amplitude

und Phasenwinkel darstellen
a(t) = dcos(wt — 0,) mit

up(t) = dcos(wt —0,) mit

R a
3 =a% +a> und tanf, = ==
ac
N u
0% = v + vt und tanf, = —.
uc

In dieser Darstellung lauten die Beziehungen zwischen Anregung und Antwort

0= V3,

9:0u—6;,:arctan< 2D >

2

Hausaufgabe: Uberpriifen durch Einsetzen.
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 5/5
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Erzwungene Schwingungen, gedimpft 5/5

v=1_4

Y p=o01
4A

3A

2A

1A

D=20

L T T T T ;5:%

1 2 3 4
VergroRerungsfunktion fiir D = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0
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Erzwungene Schwingungen, gedimpft 5/5

O p
U D =0.1
D =20
g%
T T T T > 0=z

Phasendifferenz fiir D = 0.1, 0.2, 0.5, 1.0, 2.0
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Leistungsbilanz 1/3

Die anregende Kraft (Annahme: g =60,=0 ~ 6,=10)

F = Fsin(wt)

und die resultierende Antwort im eingeschwungenen Zustand u(t) = up(t)

ergeben die mechanische Leistung

P(t) = F(t) a(t)
P(t) = F sin(wt) fw cos(wt — )

15 Dominik Kern
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Leistungsbilanz 2/3
Mit Hilfe des Additionstheorems
2sin(x) cos(x — y) =

x+(x—y)

lasst sich die mechanische Leistung

P(t) = Fdw sin(wt) cos(wt — 0)

it
<

P(t) =

[\

—(sin(w)+sin(\y/))
x—(x—y)

P
Y sin(2wt — ) + ;"" sin(6)

Blindleistung Wirkleistung

als Schwankung um einen konstanten Mittelwert darstellen.
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Leistungsbilanz 3/3

Grenzfall des Energiespeichers

wt

Federkraft Fr,
Geschwindigkeit & und
Momentanleistung Fr
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Grenzfall der Energiequelle/-senke

Dampferkraft Fp,
Geschwindigkeit ¢ und
Momentanleistung Fp
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llja N. Bronstein et al. Taschenbuch der Mathematik. Vol. 1.

[Brot12]
Springer-Verlag, 2012. ISBN: 3817120168.
[Hau86]  Wolfgang Haupt. Bodendynamik: Grundlagen und Anwendung. Vieweg,
1986. ISBN: 9783528088781.
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Ergdnzende und alternative Herleitungen

19

o freie Schwingungen, unterkritisch gedampft;
 erzwungene Schwingungen, ungedampft;
« erzwungene Schwingungen, gedampft;

e komplexe Darstellung.
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Freie Schwingungen, gedimpft
Losung des unterkritisch geddmpften Falls

4(6) = A H PPNy peren(04VDT)
e Ale_WnDte(A)nmt + A2 e—wnDte—wnmt

w w
s D s D

——~
P =
_Ale—w,,Dteiw,,\/l—D2t+A2e—wnDte—iwn\/1—D2t

:Ale—(stewat+A2e—5te—iwa

= (Al(costt + isinwpt) + Az(coswpt — isin th)> e 0t

R{u(t)} = (R{A1 + Az} coswpt —S{A1 — Az} sinwpt)e "

Bl BZ

Anmerkung: u(t) € R~ R{A1} = R{Az}, S{A1} = —S3{A}

20 Dominik Kern
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 1/2

Um eine partikuldre Losung fiir harmonische Anregung F(t) = F¢ coswt + Fssinwt zu
finden, wahlen wir einen Ansatz vom Typ der rechten Seite

up(t) = uc coswt + us sinwt,
Up(t) = —ucwsinwt + usw coswt,
iip(t) = —ucw? coswt — usw?sin wt.

Zunéchst beschrénken wir uns auf den Cosinus-Anteil (Sinus analog).

<OAKg
21 Dominik Kern ¥
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 2/2

Einsetzen in die Bewegungsgleichung (Standardform) fiihrt auf

—ucw2 coswt + ucwg coswt = acwg coswt.

Koeffizientenvergleich liefert

w2 — w? P 1 — (w/wp)?

22 Dominik Kern
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Erzwungene Schwingungen, ungedampft 2/2
Einsetzen in die Bewegungsgleichung (Standardform) fiihrt auf

—ucw coswt + ucwﬁ coswt = accu% coswt.
Koeffizientenvergleich liefert

w2

1
:7’78 t) = ——=ac coswt.
e =gl uplt) = T ac cosw

Bei Resonanzanregung w = w,, versagt dieser Ansatz, dann lautet die Ldsung
acw .
up(t) = %tsmwt

KnobelspaR: Herleitung, beispielsweise per Variation der Konstanten [Brot12]
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 1/2
Wie im ungedampften Fall, und allgemein fiir jede inhomogene Differentialgleichung,
gilt fiir die Gesamtlésung
u(t) = up(t) + up(t).
Fiir einfache harmonische Anregung a(t) = ac coswt + ag sinwt fiihrt der Ansatz
up(t) = uc coswt + us sinwt auf

uc = V? ((1 — B%ac — 2D635>

us = V2((1 - #%)as +2Dfac

VergroRerungsfunktion V = 1 Abstimmungsverhiltnis 3 = .

V(1-52)2+(2Dp)"
Anmerkung: der eingeschwungene Zustand fiir andere Anregungsarten
(Dampferfulpunkt-, Fundament-, Unwucht-) weist qualitative Unterschiede auf, die
Herleitung verlauft aber analog.

<
Dominik K S
23 ominik Kern 3%2
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Erzwungene Schwingungen, gedampft 2/2

Summen von Sinus- und Cosinusfunktionen lassen sich mittels Additionstheoremen
durch eine der beiden Funktionen darstellen

ac as

R ,A—/A /A—-/\ .
a(t) = adcos(wt — 0,) = dcos B, cos(wt) + dsin O, sin(wt).

Amplitude 4 und Phasenwinkel 6, sind folglich festgelegt durch
a
5 =a% +a> und tanf, = ==
ac
In dieser Darstellung lauten die Beziehungen zwischen Anregung und Antwort
2DB
1-52)°

Anmerkung: Die Phasendifferenz wird iiblicherweise auf 6 € (—7, 7] begrenzt.

=V und 0 =86, — 0, = arctan <

| =
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Erinnerungen an Komplexe Zahlen
; R{z} =a=rcosyp

J{z}=b=rsing
z
r Ausgewihlte Formeln
e S
. z+4 72" =2R{z}
z* 2129 = rlrgei(“"lJr“”z)

z=a+ib=re¥ (212)" = 22
- - (2122)" = 22

* o rn —ip .
Z*=a—ib=re 1 a ib
zZ| = Va2 + 2 =r at+ib a2+ b2 a2+ b2
<z = arctan b = Frequenzgang und Leistungsbetrachtung werden nun
a

wiederholt (v € C).
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Frequenzgang (u € C) 1/3

r
5 >
wt
Komplexe Erweiterung (Re “sichtbar”, Im " mitschleppen’) > R
7
u(t) = et mit 0=r,e %
a(t) = §e.“t mit a=rye %
F(t) = Fe™t mit F=rpe %,

Standardform des erregten, (viskos) geddmpften Einmassenschwingers
i + 2Dwpt + wiu = wid e,
Ansatz vom Typ der rechten Seite
—w20 et 4 2iDwpwii €t + w2 et = w25 et
(=B%+2iDB +1) 1 e™" = 5e™t,
26 | Dominik Kem f%"g
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Frequenzgang (u € C) 2/3

1 A
1- 62+ 2iDB °
—_——

H(B)
Der Frequenzgang H(/3) enthalt sowohl die VergroRerungsfunktion

=

1-p2 2iBD

V== ‘ (1- 522+ (2Dp)? (1 - 32)? +(2DP)>

_ [ (=57 +(26Dy
(- 527 + 208)2)

1
- \/ (1— )2+ (2DB)?
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Frequenzgang (u € C) 3/3

. 1
u =

J
- - 3 R
1—24+2iDS h
— . 79
H(B) <
.. als auch die Phasendifferenz

B 1- 2
9‘<”‘<{(1—52)2+(2Dm2

2i3D }
(1-p2)2+(2DB)?

—28D\ _ 28D
arctan <1_52> — arctan <1>

_62

Arbeit iiber eine Periode Wy = 7Fiisinf mit sinf =
. o 2D . . ..
und sinf = (1_52)2’;(2&1)2 fir hysteretische Dampfung.

2D8 ..
70D fur viskose

28 Dominik Kern
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Leistungsbilanz (v € C) 1/3

wt

Anregende Kraft F,
Geschwindigkeit ¢ und
Momentanleistung P
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F— re ei(wt—ea)

u=r, ei(wt—Gu)

ru ei(wt79379)

v = iwr, e@t=0=0)
— wr, i3 eiwt—0a-0)
= wry, e"(wt"_g_ea_e)
rno=wry,
0, =0,+60— -
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Leistungsbilanz (v € C) 2/3

P=R{F}R{v}
1 * 1 *
—EF Fv* + F* F**—EF Fv* + (F Fv*)*
—4(v—|—v—|— v + v)—4(v—|—v—|— vV + Fv )
:%%{Fv—i—Fv*}
_ li)fi {rF eiWt=0a) . gilwt=0,) 4 o giwt=0a) e—i(wt—0v)}

rrvlv a i2(wt—0y
_m{FQ (00 =6:) (2ot 9)+1)}

Dominik Kern
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Leistungsbilanz (v € C) 3/3

P=n{Ps(e™) £ 1)} mit

ps = TE it
Formelsammlung:

2
%{2122} = %{21}9%{22} - 3{21}3{22}

P = i)f{{F’s}f)‘i{ 2wt~ t9)+1} J{PS}J{ 2wt 9)+1}

— R {Ps} <cos(2wt —20,) + 1) ~3{Ps}sin(2wt — 20,)

Damit ist die Scheinleistung |Ps| dargestellt als Summe eines schwellenden Verlaufs
(Wirkleistung SR {Ps}) und eines mittelwertfreien Verlaufs (Blindleistung J {Ps})
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