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2. Schleichende Umstromung von Einzelpartikeln
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Lernziele zu Kapitel 2

Wissen:

Begriffe: Umstrémung, Scherstromung, Dehnstrémung
Stokes'sches Gesetz fur feste und fluide Kugeln
Verhalten von Partikeln im Scherfeld

stochastische Stromungskrafte

« Fahigkeiten:

Berechnung des Stromungswiderstandes von Teilchen
Berechnung von Partikeldiffusion und -sedimentation
Berechnung instationarer Partikelbewegungen
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2.1 Einzelpartikelbewegung
- Stromungsformen und Bewegungsarten -
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Ursachen und Form von Partikelbewegungen

« Ursachen
- Feldkrafte (z.B. Gravitation, elektrostatische Krafte)
- stochastische Krafte (Diffusionskrafte/osmotische Krafte)
- Druck- und Strémungskrafte (z.B. hydrostatischer & dynamischer Auftrieb)
- korrespondierende Drehmomente
« Auspragungen
- Migration = gerichtete Translation (z.B. Sedimentation, Elektrophorese)
- Rotation im Scherfeld
- Brownsche Bewegung = ungerichtete Translation und Rotation
- innere Stromungen in Tropfen und Blasen
- beschleunigte/abgebremste Bewegung (z.B. in Dusen/Tragheitsabscheidern)
- oszillatorische Bewegung (z.B. in Schallfeldern oder Wechselspannungsfeldern)

« Beschreibungsformen
- aus Sicht eines externen Beobachters (Stromungsfeld v, Partikel up)
- aus Sicht des Partikels (Relativbewgung des Fluids v - up)
- als Abweichung von der ungestérten Stromung (v - v=)
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Szenarien der Partikelbewegung und Mobilitat

« Umstrémung eines fixierten Partikels - hydrodynamischen Widerstand

- mechanische/hydrodynam. Mobilitat g :;—P
W
« Migration eines Aerosolpartikels im elektrischen Feld - Elektrophorese
- elektrostatische Mobilitat Uy = “}rﬁ = Uy Op
« Migration eines Suspensionspartikels im elektrischen Feld - Elektrophorese
- elektrophoretische Mobilitat Hep = “E—T = Ly - Oy
« Brownsche Bewegung in Gasen und Flussigkeiten
- Brownsche Mobilitat / Diffusionskoeffizient Dy = ping (Erin )
« Migration im Gravitationsfeld - Sedimentation
- Sinkgeschwindigkeit Voiores = tya - (Fg = Fy)
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Mobilitatsbezogene Partikelmerkmale
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Formen laminarer Stromung

Gleichstromung/ Scherstromung Dehnstromung
Anstromung

VVYVVVYVYVYYYVYY l

W

+ einheitliche « Geschwindigkeits- + Geschwindigkeits-
Fluidgeschwindigkeit gradient quer zu gradient entlang der

« z.B.im Zentrum einer Stromlinien Stromlinien
Rohrstromung, bei « z.B.in Wandnahe, bei » z.B.in Dusen, bei
Sedimentation Viskositatsmessung Partikelumstromung
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Geschwindigkeitsfeld um eine bewegte Kugel
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fur ruhenden Beobachter:
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Partikel im Scherfeld

fur ruhenden Beobachter:
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Abweichung vom originalen Scherfeld:
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Krafte und Drehmomente im Stromungsfeld

« allgemeiner Ansatz fur Stromungskraft:
F, = LH ndS=F, +F,, =V, grad p+ jSHdi“ -ndS

Stromungskraft stromungsinduzierte viskose
(Stromungswiderstand, Schleppkraft) Druckkraft Reibungskraft

« Ansatz in Kugelkoordinaten:
Fy=F,+F; = L (— pcos@+ I17 cos@—I1%° sin@)dS
» Hinweis: der Beitrag der Schwerkraft zum Druckfeld wird separat betrachtet
Futirier = _Vp grad Phydrostat

« stromungsinduziertes Drehmoment

M:erx(H~n)dS
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2.2 Einzelpartikelbewegung
- Stationdre, schleichende Umstromung -
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Stationare, schleichende Kugelumstromung ;’%ﬁ%g

* Annahmen:

* Navier-Stokes-Gl.:

« Randbedingungen:
«  Strémungsfeld:

 Druckfeld:

* Normal+Tangentialspanng.

« Strémungskraft:

S
e —
—— .

Vev=0 %:0 veVv=0 p-f=0
Vp=n-Av
v(ir=a)=u, v(r > w)=v" U=‘V°°—uP
3 3
v, =Ucos® 1_3_a a_3 v, =—Usin 0 1_3_a_a_3
3 ro2r 4r 4r
p=po—L?-Ucos<9
2r
Hrdrm 2778vr U,déss l@vr ov, Y
or rod or r

- diss . diss _:
F = LPCOS@dS‘l‘LUrr cos@dS LHM sm #dS
F= 2nnal + 0 + dnnalU

Fy =6nna-v,, mit v, =v’—u, (Stokessches Gesetz)

« symmetrisches Stromungsfeld > kein Drehmoment
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Widerstandsbeiwert von Kugeln fur kleine Re,

« Stokes (umstromte Kugel):

Randbedingung:
Annahme:

Geschwindigkeit:

- Widerstandsbeiwert;

+ Kritik an Stokes:
- farr>>a:
folglich:
- d.h,,

v(ir=a)=0
p-veVy<<nAv bzw. Re, <1
3

v, =Ucos@- 1_3_a+a_3

2r  2r
S 24
v Re;
vav” v—v” ~1/r
Vv~l/r2 Av~l/r3 VOVV~1/r2

veVv~r-Av

Die Lésung widerspricht fur r >> a der zugrunde liegenden Annahme.

« analytische Korrekturen:
- Oseen (1913):

- Goldstein (1929):
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Mobilitdat fur kleine Partikel-Reynoldszahlen

» hydrodynamischen Widerstand

A 1
- mechan./hydrodynam. Mobilitat: L =
Fy  3mnnx
« Elektrophorese in Gasen
- elektrostatische Mobilitat: Lo =2l = O, _
‘E‘ 3nnx
» Elektrophorese in (polaren) FlUssigkeiten
- elektrophoretische Mobilitat: Ly =2 = g1 O = X EEnG _ o
E| 3nnx n
« Brownsche Bewegung
. : .. ksT
- Diffusionskoeffizient Dy = piyg - (Epy) ==
3nnx
« Sedimentation
. e A
- Sinkgeschwindigkeit: Veiores = tng * (F _FA):%XZ
n
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Umstromte Tropfen und Blasen

aulleres & inneres Stromungsfeld
von Tropfen im Stokes-Bereich

. fluide Partikel: duRere Strémung N
induziert innere Stromung
« abhangig von innerer Viskositat (u.U.

auch von der Viskositat eines
Grenzflachenfilmes)

« geringere Stromungskrafte als bei festen

Partikeln
: 2n+3n'
- allgemein: Fy, =6nna- 7 Vil
3n+3n
- @Gasblasen: F,, =4nna-v_,

« grol3e Tropfen & Blasen werden durch
Stréomungskrafte verformt
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Sedimentation nicht-spharischer Partikel

Look here!

« Strémungswiderstand schrag zur Anstromung = seitliche Drift
« stromungsinduziertes Drehmoment =» Partikelrotation
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Stromungswiderstand nicht-spharischer Partikel

» Einfluss der Partikelorientierung
» Rotation der Partikel

« Widerstandskraft nicht unbedingt parallel zur Relativgeschwindigkeit
- seitliche Drift
- Berechnung Fy =3anx,, -T-v
« ggf. Taumelbewegung
« analytische Beschreibung hochst kompliziert

wobei T = Translationsmatrix

rel

« empirische Berechnungsgleichungen, z.B.

) F;
- Ansatz: Cyp = S :CWK(XV)'fh (XV:T)
T gl ) )
QW) ) 2 Vrel
24 1 : b4
- Stokes: Cop = : Mt &y o, %) =0.843-1g ——
* , ,Stokes \"'V 9 . g
Rep(x,) Ky siores (X7, ) 0.065
1 : |
- NeWton: CWP - 0,44' mlt kl]/ New On(xV’T):
, k?’,New‘[on(xVDSU)2 ’ t 1+111(1_SU)
fur ¥> 0.65
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Partikelbewegung in Gasen

» Gase sind kompressibel
- fur Geschwindigkeitsfeld im Gas gilt: Vev =0
- relevant fur grof3e Partikel, schnelle Bewegung

» Gase besitzen geringe Dichte = relativ grof3e Molekulabstande

Gase sind kein viskosen Kontinua, sondern ,Wolken” diskreter, sich schnell bewegender Molekdule

- z.B. Luft bei 25°C, 1 bar:
« mittlerer MolekUlabstand ca. 3 nm, mittlere freie Weglange: 1~ 66 nm

_ mittlere freie Wegldinge 1,

- Knudsen-Zahl: Kn
Partikelradius a

a A~1,654

- freier Molekularbereich (Kn » 1): Fy, =6nna- "
(feinste Aerosolpartikel, niedrige Drucke) Ay

- Cunningham-Korrektur fir Kn>1:  Fy, =6nna-v,,/C(Kn)
N&herung C(Kn)=1+ A4-Kn
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2.3 Einzelpartikelbewegung
- stationdre Bewegung aufierhalb des Stokes-Bereiches -
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Umstromung auf3erhalb des Stokes-Bereichs

Stokes-Bereich, Re = 1

« berechnet mit Wolfram CDF player (numerische Losung der N-St-Gleichungen)
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Umstromung auf3erhalb des Stokes-Bereichs

©

Stokes-Bereich, Re = 1
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Bereiche der Kugelumstromung

 stationares Stromungsfeld

- schleichend, axialsymmetrisch*; Re <0.2*
- ablésungsfrei, axialsymmetrisch*: Re=0.2...20*
- Abldsungen, ebensymmtrisch: Re =20..200°*

(stationare Wirbel),

« zeitlich periodisches Stromungsfeld
- keine Wirbelstral3e, ebensymmetrisch: Re =200 ...270°*
- period.Wirbelstral3e, ebensymmetrisch: Re =270 ... 300°¢

« zeitlich chaotisch
- chaotische WirbelstralRe, asymmetrisch: Re > 350*

*fur sehr groBe Abstande gilt dies nicht (s. Kritik von Oseen)
* die angegebenen Zahlenwerte beschreiben die ungefahren Grenzen der Stromungsbereiche
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Widerstandsbeiwert von Kugeln fur beliebige Re;

Widerstandsbeiwert: Cw = FW/AQ P2
2
: 24 :
STOKES-Regime: Coy =—— NEWTON-Regime: cy ~ 0,44
(Re, < 0,5) Rep (103 < Re, < 2 -105)
10000 \ ‘ — :
. — I .
Ubergangsbereich: SO= 3 permeniele terte
3 1000 + | B R —-—- - Stokes :
(0,5 < R;P4< 10 )4 E @ Regression
Cy = - +0.4 g 100- | | | |
w = . E ; |
Re,  \/Rep g . N | |
(Kaskas, 1964) 2 T UEE ss . |
» T — §:1- l
B § 17 N ! “N =5
Cw = . : = N S \‘/\/4
Ep 017 Stokes | Ubergahgsbereich 1 NeMton ‘
(Mednikov, 1980) 001 | | i | i i i

1E-02 1E-01 1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+06 1E+07

. . . ) ) Partikel-Reynoldszahl Re,
Die Zahl wissenschaftlicher Publikationen

und empirischer Berechnungsgleichungen fur den Widerstandsbeiwert scheint nahezu unbegrenzt.
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Vergleich mit experimentellen Daten

400
e | ——Stokes | Kaskas:
elv) —— Oseen 24 4 0.4
5 9 askas Re, Re,
t Kirten
o
H i —MVT .
2 s Kdrten:
o ¢ | 21 6
°
e ? Cy = + +0.28
g Rep Rep
o 0.6
2 o MVT:
S o2 '
ar - B
a0 ki 4488 2 d88 i 488 2 448 Z 488 Fy 468 i a4 g8 W ReA
! w” ' n* e it 17 ot p
. e ¥
Partikel-Reynolds-Zahl Rep v

Bild 1.19. Widersiandsheiaert von Kugeln in Abhiingigheit von der Reynolds-Zahl

Kurve 10 Theorie nach OG0 Stokes (18300, oy = 24/ Re

Kurve 20 Theorie nach COW. Oseen (19111, ey = (247 Bel[ 1 + 3 Re /16]
Zur Erweilerung dieser Gleichung [ir hishere Revnolds-Zabilen vl 3 Van Dvke
{1404k

Rurve 31 Numerische Ergebmisse nach B, Foraberg (1985)

Einsetzen mstationiner Striimung bel Re = 2068, vel, 1. Dallmann et al, (1993

Schlichting & Gersten, Grenzschichttheorie, Springer-Verlag, 2006; doi:10.1007/3-540-32985-4
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Vergleich mit experimentellen Daten

10000 \ : ‘
+ 480 Messdaten
emp. Regression.
—— Stokes
1000 ; —— Oseen £
> —— Kaskas
; Kurten
g 100 MVT |
©
Re]
["2]
°
[
8
4 10 ~
(]
K]
=
1
0.1 ‘ ‘ \
0.001 0.1 10 1000 100000

Partikel-Reynolds-Zahl Rep

experim. Daten zusammengestellt von: Brown & Lawler, J. Environ. Eng., 129:222-231, 2003.
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Sinkgeschwindigkeit kugeliger Partikel

dim.-loser Ansatz mit Ljas¢enko- und Archimedes-Zahl

2.3 3
Lj = funct .(Ar) Lj= PVs Ar = M
gApn n

dim.-loser Ansatz nach Grassmann & Reinhardt (1961)

1 1
Vs = funct.(X) Ve =Lj° X = Ar
Beispiele: 1E+06
« nach Stokes: Lj = Ar*/18° 1E+04 -
. 128 2+ Ar = |
« nach Oseen: Lj=—. 48 ~1 § 16102 - | |
81 1+1/1+iAI” ) PPN +  Messwerte
3 1+4 EIE+00T 4 Stokes
: . : Lj=(4/BF7- Ar= 8 ‘
MVT-Ansatz: Jj =13 3 | Oseen
TIE02 o MVT
. 13.3 ; ,
- Khan &Richardson: ¥ =(2.33-X0'°54 —1.53-X°'°48) /x 1 Khan & Richardson
11El‘?f I A Brown & Lawler
0.936-X +1 -
0.898 —— 0.449 — - = Newton
« Brown&Lawler:V, ={(18/X2) X1 +(0.317/X) :|1E—06 | ‘ ‘ ‘ ‘
1E-01 1E+01 1E+03 1E+05 1E+07 1E+09 1E+11
) . Archimedes Zahl
* Newton-Bereich: Lj=5.275-+/ Ar
@ TECHNISCHE LV: Stromungsprobleme der Mechanischen Verfahrenstechnik V“i
UNIVERSITAT Folie 51 DRESDEM
DRESDEN Frank Babick, AG Mechanische Verfahrenstechnik concept

~i



Sinkgeschwindigkeit fur gegebenen Kugeldurchmesser

aus Funktion Rep(Ar) aus Funktion Lj(Ar)
1/3
allgemein: ve=—1" . Re,(Ar) allgemein: vsz(gA’an-Lj(Ar)j
.. Pr X . F
Beispiele: P Beispiele: ,
* nach Stokes: Re, i * nach Stokes: Lj= Ar3
18 18
* nach Newton: Re, = Ar * nach Newton: Lj= Ar3
033 | 0,33" |
4 24 14
« Potenzansatz: Re, = 4 Ar + Potenzansatz: Lj= 4 - Ar*4
3 B 3-B
stuckweise definiert stuckweise definiert

 Khan&Richardson (1987): furAr=3..10°

nach Khan &Richardson (1987): fur Ar=3...10°

Rep = (2.33- 4r°0" —1.53. 477001 Lj=(2.33-4r° —1.53- 470 )™’ [ 4y
2
e Martin (2013): Re, =18(1/1+g\/A —1) « Brown&Lawler (2003): fur Ar>3
) ) 0,898, 0-936Ar+1 0.449 334
etwas gréobere Naherung Lj- (18/Ar§) : Vara (0.317/14’/%) ,
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Kugeldurchmesser fur gegebene Sinkgeschwindigkeit

allgemein:
Beispiele:
* nach Stokes:

« nach Newton:

e Potenzansatz;

aus Funktion Re(L))

X = s -ReP(Lj)
Pr Vs

Re, =/18-Lj

Re, =0.33-Ij

1
3 |1+
Rep = Z-B-L]

stuckweise definiert

allgemein:
Beispiele:
* nach Stokes:

« nach Newton:

Potenzansatz:

aus Funktion Ar(Lj)

) 1/3
x=£ T -Ar(Lj)j
8APPk
Lj=+18°-Lj

Ar=033-L;°

3
3 a2
Ar = ZB 'Lj1+A

stuckweise definiert

« Concha&Almedra (1979). fur éf > 104

Ar=0.0525"-Lj*-| 1+ 1+E
JLi

«  Whiten &Ozer (2015): fur Lj > 0.003
In Ar =1.89591In Lj —12.0333 +...

3-4/(4.6865-0.48791n ;' +10.0518

 Khan&Richardson (1987): furAr=3..10°

Rep =(1.47- 1/ +0.11- 1)

TECHNISCHE LV: Stromungsprobleme der Mechanischen Verfahrenstechnik
UNIVERSITAT Folie 53 DRESDEM
DRESDEN Frank Babick, AG Mechanische Verfahrenstechnik concept

N
4



Widerstandsbeiwert von Partikeln - Literatur

J. Hadamard, Mouvement permanent lent d'une spheére liquide et visqueuse dans un liquide
visqueux. CR Hebd. Seance Acad. Sci., 152(25):1735-1738, 1911.

« G. H. Ganser, A rational approach to drag prediction of spherical and nonspherical particles.
Powder Technol., 77(2):143-152, 1993; doi: 10.1016/0032-5910(93)80051-B

« P.P.Brown and D. F. Lawler, Sphere drag and settling velocity revisited. J. Environ. Eng., 129:222-
231, 2003; doi: 10.1061/(ASCE)0733-9372(2003)129:3(222)

* N.-S. Cheng, Comparison of formulas for drag coefficient and settling velocity of spherical
particles. Powder Technol., 189:395-398, 2009; doi: 10.1016/j.powtec.2008.07.006

« G. . Kelbaliyev, Drag coefficients of variously shaped solid particles, drops, and bubbles. Theor.
Found. Chem. Eng., 45(3):248-266, 2011; doi: 10.1134/50040579511020084

« W.J. Whiten, C. E. Ozer, New relation for the computation of settling velocities and diameters of
spheres. Miner. Process. Extr. Metall. Rev., 36(2):92-102, 2015; doi: 10.1080/08827508.2014.885904

« S.Dey, S. Z. Ali, E. Padhi, Terminal fall velocity: The legacy of Stokes from the perspective of fluvial
hydraulics. Proc. R. Soc. A, 475:20190277 (33 pp.), 2019; doi: 10.1098/rspa.2019.0277

TECHNISCHE LV: Stromungsprobleme der Mechanischen Verfahrenstechnik V“i
UNIVERSITAT Folie 54 DRESDEM
DRESDEN Frank Babick, AG Mechanische Verfahrenstechnik concept W4



	Strömungsprobleme der�Mechanische Verfahrenstechnik ��Folien zur Vorlesung��NUR ZUM PERSÖNLICHEN GEBRAUCH!
	2. Schleichende Umströmung von Einzelpartikeln
	Lernziele zu Kapitel 2
	2.1 Einzelpartikelbewegung�– Strömungsformen und Bewegungsarten –
	Ursachen und Form von Partikelbewegungen
	Szenarien der Partikelbewegung und Mobilität
	Mobilitätsbezogene Partikelmerkmale
	Formen laminarer Strömung
	Geschwindigkeitsfeld um eine bewegte Kugel
	Partikel im Scherfeld
	Kräfte und Drehmomente im Strömungsfeld
	2.2 Einzelpartikelbewegung�– Stationäre, schleichende Umströmung –
	Stationäre, schleichende Kugelumströmung
	Widerstandsbeiwert von Kugeln für kleine ReP
	Mobilität für kleine Partikel-Reynoldszahlen
	Umströmte Tropfen und Blasen
	Sedimentation nicht-sphärischer Partikel
	Strömungswiderstand nicht-sphärischer Partikel
	Partikelbewegung in Gasen
	2.3 Einzelpartikelbewegung�– stationäre Bewegung außerhalb des Stokes-Bereiches –
	Umströmung außerhalb des Stokes-Bereichs
	Umströmung außerhalb des Stokes-Bereichs
	Bereiche der Kugelumströmung
	Widerstandsbeiwert von Kugeln für beliebige ReP
	Vergleich mit experimentellen Daten
	Vergleich mit experimentellen Daten
	Sinkgeschwindigkeit kugeliger Partikel
	Sinkgeschwindigkeit für gegebenen Kugeldurchmesser 
	Kugeldurchmesser für gegebene Sinkgeschwindigkeit 
	Widerstandsbeiwert von Partikeln – Literatur

