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Thema: Frequenzanalyse



Frequenzanalyse
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Frequenzanalyse

VORGEHENSWEISE (FÜR LINEARE SYSTEME)

t

a

1. Schritt: Eingangssignal (Anregung) in Frequenzkomponenten zerlegen
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Frequenzanalyse

VORGEHENSWEISE (FÜR LINEARE SYSTEME)

t

a,u

2. Schritt: Teilprobleme lösen und deren Ausgangssignale (Antwort) addieren
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Frequenzanalyse

HARMONISCHE ANALYSE
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Leicht verrauschter Zeitverlauf und dessen Spektrum (FFT)

Anmerkung: Oft wird vor der FFT eine Fensterung angewandt,
um Diskretisierungse�ekte zu kompensieren (Kompromiss).
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Frequenzanalyse

DARSTELLUNGSARTEN � DISKRETE SIGNALE

Die Grundidee demonstrieren wir an einem diskreten Signal s.

s = a1b1 + a2b2 + a3b3

b1 =

 1
0
0

, b2 =

 0
1
0

, b3 =

 0
0
1

.
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DARSTELLUNGSARTEN � DISKRETE SIGNALE

Die Grundidee demonstrieren wir an einem diskreten Signal s.

s = a1b1 + a2b2 + a3b3

b1 =

 1
1
1

, b2 =

 0
1
−1

, b3 =

 −1
1/2
1/2

.

Hausaufgabe: Zeigen Sie die lineare Unabhängigkeit beider Darstellungen.
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Frequenzanalyse

DARSTELLUNGSARTEN � KONTINUIERLICHE SIGNALE

Im Grenzübergang (unendlich viele Punkte) lassen sich stetige Funktionen
punktweise oder als Summe (unendlich vieler) Basisfunktionen darstellen.

Im Fall der Fourierreihe stellen trigonometrische Funktionen die Basis dar.
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Frequenzanalyse

EXKURS � ORTHOGONALITÄT
Zwei Vektoren v1 und v2 sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet

v1 · v2 = 0.

Die Verallgemeinerung auf Funktionen lautet∫ b

a
f1(x) f2(x) dx = 0.

Die Funktionen der Fourierreihe sind orthogonal zueinander∫ 2π

0
cosmx sinnx dx = 0 mit m,n ∈ N∫ 2π

0
sinmx sinnx dx =

∫ 2π

0
cosmx cosnx dx =

{
π für m = n,
0 sonst.
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Frequenzanalyse

FOURIERREIHE 1/2

Aus den bisherigen Überlegungen wissen wir, dass sich periodische Funktionen
g(θ + 2π) = g(θ) folgendermaÿen darstellen lassen

g(θ) =
1

2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos kθ +Bk sin kθ.

Um die Koe�zienten Ak und Bk zu �nden, nutzen wir die Orthogonalität der
Basisfunktionen∫ +π

−π
g(θ) cosnθ dθ =

∫ +π

−π

(
1

2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos kθ +Bk sin kθ

)
cosnθ dθ

= Anπ,∫ +π

−π
g(θ) sinnθ dθ = . . . = Bnπ.
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Frequenzanalyse

FOURIERREIHE 2/2

Für Funktionen mit allgemeiner Periode f(t) = f(t+ T ) erhalten wir durch die
Variblentransformation θ = 2πt/T die Darstellung

f(t) =
1

2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πk

T︸︷︷︸
ωk

t

)
+Bk sin

(
2πk

T︸︷︷︸
ωk

t

)

mit den Koe�zienten

Ak =
2

T

∫ +T/2

−T/2
f(t) cos(ωkt) dt,

Bk =
2

T

∫ +T/2

−T/2
f(t) sin(ωkt) dt.

Hausaufgabe: Leiten Sie diese Ausdrücke her.
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Frequenzanalyse

BEISPIEL 1/2

Rechtecksignal a(t) =


1, 0 < t ≤ 1

2T
0, 1

2T < t ≤ T
1, T < t ≤ 3

2T
...

... T 2T

A0 =
2

T

∫ T
2

0
1 dt =

2

T

∣∣t∣∣T/2
0

= 1,

Ak =
2

T

∫ T
2

0
cos

(
2πkt

T

)
dt =

2

T

∣∣∣∣ T

2πk
sin

(
2πkt

T

)∣∣∣∣T/2
0

= 0, k > 0,

Bk =
2

T

∫ T
2

0
sin

(
2πkt

T

)
dt =

2

T

∣∣∣∣−T

2πk
cos

(
2πkt

T

)∣∣∣∣T/2
0

=

{
2
πk , k = 1, 3, . . . ,
0, k = 2, 4, . . . .
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Frequenzanalyse

BEISPIEL 2/2

T/2 T

1

t

Abb. 1: Approximation des Rechteckimpulses als Fourierreihe (k = 1, 2, 3, 5)
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Frequenzanalyse

ANSCHAULICHE DARSTELLUNG

SmarterEveryDay: Was ist eine Fourierreihe?
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https://www.youtube.com/watch?v=ds0cmAV-Yek


Frequenzanalyse

SUPERPOSITIONSPRINZIP

Lineares
System

a1(t) u1(t)a2(t) u2(t)a1(t) + a2(t) u1(t) + u2(t)

Vorgehen für den (allgemein) periodisch erregten Einmassenschwinger

a(t) =
1

2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πkt

T

)
+Bk

(
2πkt

T

)

≈ 1

2
A0 +

K∑
k=1

Ak cos

(
2πkt

T

)
+Bk

(
2πkt

T

)

u(t) =

∞∑
k=0

uk(t) ≈
K∑
k=0

uk(t)
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Frequenzanalyse

ANWENDUNGSBEISPIEL

Amplitudenspektrum ausgewählter Erdbeben [VGG08]

Anmerkung: Dieses Vorgehen wäre für Überschlagsrechnungen angebracht.D. Kern | T. Nagel � Vorlesung Bodendynamik � Sommersemester 2023 13



Frequenzanalyse

ZUSATZMATERIAL

3Blue1Brown: Was ist eine Fourier-Transformation?
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https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY


Frequenzanalyse

AUSBLICK

Allgemeine Anregung (nichtperiodisch): Faltungsintegral [SKL08]

Numerische Lösung: Numerik gewöhnlicher Di�erentialgleichungen [SKL08;
HNW08]
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