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Vorgehensweise (für lineare Systeme)
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a

1. Schritt: Eingangssignal (Anregung) in Frequenzkomponenten zerlegen
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Vorgehensweise (für lineare Systeme)

t

a,u

2. Schritt: Teilprobleme lösen und deren Ausgangssignale (Antwort) addieren
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Harmonische Analyse
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Leicht verrauschter Zeitverlauf und dessen Spektrum (FFT)

Anmerkung: Oft wird vor der FFT eine Fensterung angewandt,
um Diskretisierungseffekte zu kompensieren (Kompromiss).
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Darstellungsarten – diskrete Signale

Die Grundidee demonstrieren wir an einem diskreten Signal s.

s = a1b1 + a2b2 + a3b3

b1 =

 1
0
0

, b2 =

 0
1
0

, b3 =

 0
0
1

.
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Darstellungsarten – diskrete Signale

Die Grundidee demonstrieren wir an einem diskreten Signal s.

s = a1b1 + a2b2 + a3b3

b1 =

 1
1
1

, b2 =

 0
1
−1

, b3 =

 −1
1/2
1/2

.

Hausaufgabe: Zeigen Sie die lineare Unabhängigkeit beider Darstellungen.
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Darstellungsarten – kontinuierliche Signale

Im Grenzübergang (unendlich viele Punkte) lassen sich stetige Funktionen punktweise
oder als Summe (unendlich vieler) Basisfunktionen darstellen.

Im Fall der Fourierreihe stellen trigonometrische Funktionen die Basis dar.
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Exkurs – Orthogonalität
Zwei Vektoren v1 und v2 sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet

v1 · v2 = 0, mit v1 · v1 ̸= 0 und v2 · v2 ̸= 0.

Die Verallgemeinerung auf Funktionen lautet∫ b

a
f1(x) f2(x) dx = 0, mit

∫ b

a
f1(x) f1(x) dx ̸= 0 und

∫ b

a
f2(x) f2(x) dx ̸= 0.

Die Funktionen der Fourierreihe sind orthogonal zueinander∫ 2π

0
sin x sin x dx = π.

1
2π

π 3
2π

2π
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Exkurs – Orthogonalität
Zwei Vektoren v1 und v2 sind orthogonal, wenn ihr Skalarprodukt verschwindet

v1 · v2 = 0, mit v1 · v1 ̸= 0 und v2 · v2 ̸= 0.

Die Verallgemeinerung auf Funktionen lautet∫ b

a
f1(x) f2(x) dx = 0, mit

∫ b

a
f1(x) f1(x) dx ̸= 0 und

∫ b

a
f2(x) f2(x) dx ̸= 0.

Die Funktionen der Fourierreihe sind orthogonal zueinander∫ 2π

0
cosmx sin nx dx = 0 mit m, n ∈ N∫ 2π

0
sinmx sin nx dx =

∫ 2π

0
cosmx cos nx dx =

{
π für m = n,
0 sonst.
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Fourierreihe 1/2
Aus den bisherigen Überlegungen wissen wir, dass sich periodische Funktionen
g(θ + 2π) = g(θ) folgendermaßen darstellen lassen

g(θ) =
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos kθ + Bk sin kθ.

Um die Koeffizienten Ak und Bk zu finden, nutzen wir die Orthogonalität der
Basisfunktionen∫ +π

−π
g(θ) cos nθ dθ =

∫ +π

−π

(
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos kθ + Bk sin kθ

)
cos nθ dθ

= Anπ,∫ +π

−π
g(θ) sin nθ dθ = . . . = Bnπ.

8 Dominik Kern

Bodendynamik



Fourierreihe 2/2
Für Funktionen mit allgemeiner Periode f (t) = f (t + T ) erhalten wir durch die
Variblentransformation θ = 2πt/T die Darstellung

f (t) =
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πk
T︸︷︷︸
ωk

t

)
+ Bk sin

(
2πk
T︸︷︷︸
ωk

t

)

mit den Koeffizienten

Ak =
2
T

∫ +T/2

−T/2
f (t) cos(ωkt) dt,

Bk =
2
T

∫ +T/2

−T/2
f (t) sin(ωkt) dt.

Hausaufgabe: Leiten Sie diese Ausdrücke her.
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Beispiel 1/2

Rechtecksignal a(t) =


1, 0 < t ≤ 1

2T
0, 1

2T < t ≤ T
1, T < t ≤ 3

2T
...

... T 2T

A0 =
2
T

∫ T
2

0
1 dt =

2
T

∣∣t∣∣T/2
0 = 1,

Ak =
2
T

∫ T
2

0
cos

(
2πkt
T

)
dt =

2
T

∣∣∣∣ T

2πk
sin

(
2πkt
T

)∣∣∣∣T/2

0
= 0, k > 0,

Bk =
2
T

∫ T
2

0
sin

(
2πkt
T

)
dt =

2
T

∣∣∣∣−T

2πk
cos

(
2πkt
T

)∣∣∣∣T/2

0
=

{ 2
πk , k = 1, 3, . . . ,
0, k = 2, 4, . . . .
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Beispiel 2/2

T/2 T

1

t

Figure: Approximation des Rechteckimpulses als Fourierreihe (k = 1, 2, 3, 5)
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Anschauliche Darstellung

SmarterEveryDay: Was ist eine Fourierreihe?
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https://www.youtube.com/watch?v=ds0cmAV-Yek


Superpositionsprinzip

Lineares
System

a1(t) u1(t)a2(t) u2(t)a1(t) + a2(t) u1(t) + u2(t)

Vorgehen für den (allgemein) periodisch erregten Einmassenschwinger

a(t) =
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

≈ 1
2
A0 +

K∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

u(t) =
∞∑
k=0

uk(t) ≈
K∑

k=0

uk(t)

13 Dominik Kern

Bodendynamik



Superpositionsprinzip

Lineares
System

a1(t) u1(t)a2(t) u2(t)a1(t) + a2(t) u1(t) + u2(t)

Vorgehen für den (allgemein) periodisch erregten Einmassenschwinger

a(t) =
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

≈ 1
2
A0 +

K∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

u(t) =
∞∑
k=0

uk(t) ≈
K∑

k=0

uk(t)

13 Dominik Kern

Bodendynamik



Superpositionsprinzip

Lineares
System

a1(t) u1(t)a2(t) u2(t)a1(t) + a2(t) u1(t) + u2(t)

Vorgehen für den (allgemein) periodisch erregten Einmassenschwinger

a(t) =
1
2
A0 +

∞∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

≈ 1
2
A0 +

K∑
k=1

Ak cos

(
2πkt
T

)
+ Bk sin

(
2πkt
T

)

u(t) =
∞∑
k=0

uk(t) ≈
K∑

k=0

uk(t)

13 Dominik Kern

Bodendynamik



Anwendungsbeispiel

Zeitverlauf und Amplitudenspektrum der Bodenbeschleunigung während des
Petatlan-Erdbebens 1979 [Hue+00], weiterführend sind Frequenzgehalt und Phasenlage in
Abhängigkeit der Zeit zu analysieren.
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Zusatzmaterial

3Blue1Brown: Was ist eine Fourier-Transformation?
Seismic Academy #11 - Engineering Math: Fourier Analysis and Earthquake
Engineering

mstkwon: SDOF Resonance Vibration Test
mstkwon: MDOF system forced vibration
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https://www.youtube.com/watch?v=spUNpyF58BY
https://www.youtube.com/watch?v=NVw8_9pb4Qw
https://www.youtube.com/watch?v=NVw8_9pb4Qw
https://www.youtube.com/watch?v=LV_UuzEznHs
https://www.youtube.com/watch?v=OaXSmPgl1os


Ausblick

Allgemeine Anregung (nichtperiodisch): Faltungsintegral [SKL08]
Numerische Lösung: Numerik gewöhnlicher Differentialgleichungen [SKL08; HNW08]
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https://books.google.de/books?id=F93u7VcSRyYC
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