Mathematik fiir Ingenieure (I 959), Wintersemester 2020 Hamann/Meinhold
Themenblock 2

Aufgaben mit Losungshilfe Fiir die nachfolgenden Aufgaben werden Losungshinweise / -wege bereitgestellt.
Bitte vollziehen Sie die einzelnen Losungsschritte nach und diskutieren Sie alternative Losungen.

Aufgabe 1:

Gegeben sind die nachstehenden Differentialgleichungen.

(@) Fla,y(a).y'(2). ")) = 0 (b) g 220e) 4

(c) 20 = —cos (2t) (d) F(z,y,2) =0

(e) 2-@(t) = 5t2 (f) £ (x) = sin (27)

(g) (322 4 62y?) dz + (62%y + 4y*) dy = 0 (h) o’ (z) = 4z, y(1) = /(1) = 0.

Entscheiden Sie, welche der Gleichungen gewthnliche bzw. partielle Differentialgleichungen sind.
Geben Sie ebs. an, welche der gewohnlichen Differentialgleichungen in expliziter bzw. impliziter
Darstellung gegeben sind.

Aufgabe 2:

Uberpriifen Sie, ob die Funktionen mit den Funktionstermen y = f(z), € D, Losungen der
angegebenen Differentialgleichungen sind.

(a) y = f(z) =tanz, y' =1+ (b) y = f(z) =e*z, y" =3y +4y =0
(c)y=f(x)=Inz, (Inz—1)y" —yz+yz?= (Inx — 1)?
Aufgabe 3:
Gegeben ist die 1-parametrige Schar ebener Kurven k, mit

ko: (z—a)+y*=1 (1)
worin a € R den Scharparameter bezeichnet.

(a) Stellen Sie die Kurven k, aus Formel (1) fur o € {—2,—1,0,1,2} graphisch dar.
(b) Zeigen Sie durch implizite Differentiation der Kurvengleichung (1), dass

y(@)* Y (2)* +y(2)* =1 (2)

eine gewOhnliche Differentialgleichung 1-ter Ordnung beschreibt, deren Losungen z — y =
f(z), z € D C R, die Kurvengleichung (1) erfiillen.

(c) Zeigen Sie, dass die Geraden y = £1 als singuldre Losungen der gewohnlichen Differential-
gleichung in Formel (2) auftreten.



Aufgabe 4:

Skizzieren Sie das Richtungsfeld der folgenden Differentialgleichungen:

@)y = () f =

(©)y =y (d) y' = zy

Hinweis: Nutzen Sie jeweils die Isoklinen, um das Richtungsfeld zu skizzieren.
Aufgabe 5:

Bestimmen Sie jeweils die Isoklinenschar zu folgenden gewohnlichen Differentialgleichungen 1-
ter Ordnung. Skizzieren Sie diese im Bereich (z,y) € [—2,2] x [-2,2].

(a) ¥ =3z (b) ¥'=-x-y €y =y-u
Aufgabe 6:

Berechnen Sie mittels Trennung der Variablen die allgemeine Losungen der gewohnlichen Differ-
entialgleichungen.!

(a) ¥ () = 42 (b) y'(z) =2z -y(x) () y(@) - y'(@) =2  (d) R -G+ =0
Aufgabe T:

Gegeben sind die nachstehenden gewohnlichen Differentialgleichungen

(i) 2% — y*(z) + 22 y(x) - y'(x) = 0 (i) ¥/'(z) = 5oy

(iff) y"(x) = 52

in den Funktionen x — y, z € D.

(a) Berechnen Sie mittels Substitution die allgemeine Losung der Dgl. Diskutieren Sie dort, wo
vorhanden, auch singulare Losungen.

(b) Skizzieren Sie die Losungsscharen in einem kartesischen Koordinatensystem.?

Aufgabe 8:

Berechnen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertaufgaben durch Variation der Konstanten.

2.cosx, y(m) =2m

(a) z-y'(x) —y(r) =2
(b) ¢'(x) + (tanz) - y(z) = 5 - sin (2z), Losungskurve durch Punkt P(37;2)
(c) =y (z) +y(z) =Inz, y(1)=1

Aufgabe 9:

In einem sogenannten RL-Stromkreis mit einem ohmschen Widerstand R und einer Induktivitét
L gentigt die Stromstarke ¢ der linearen Differentialgleichung 1. Ordnung:

L-jiﬂz-z‘:u. (3)

Dabei ist u = u(t) die von auBen angelegte Spannung.

!Die Dgl. in (d) beschreibt die Entladung eines Kondensators der Kapazitit C iiber einen Widerstand R, wobei ¢(t) den
zeitlichen Ladungsverlauf beschreibt.
2Uberlegen Sie, warum Dgln. vom Typ ¥'(z) = f ( %) auch Ahnlichkeits-Dgln. genannt werden.



(a) Die Differentialgleichung (10) laute speziell

$+20-2’:10-sin(2-t).

Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Stromstérke ¢ = i(¢) fiir den Anfangswert i(0) = 0.
(b) Berechnen Sie den zeitlichen Verlauf der Stromstérke i = i(¢) in Gleichung (10)

(i) bei konstanter Spannung u(t) = const. = uy.

(ii) bei linear mit der Zeit ansteigender Spannung u(t) = a -t (a > 0).

Aufgabe 10:

Berechnen Sie die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
Y () +2x-y(x) —20* — 1 =0

mithilfe eines Potenzreihen-Ansatzes fiir die gesuchte Funktion x — y in der Form
oo
yx) =ao+az+ar® + ...t aa” + ... =) a,a”
n=0

(Entwicklungspunkt zo = 0).

Bestimmen Sie nach Einsetzen von y(z) und y/'(z) in die Ausgangsgleichung die Koeffizienten a,,
durch Koeffizientenvergleich. Ermitteln Sie ebs. den Konvergenzradius der Potenzreihe.

Aufgabe 11:

Losen Sie die folgenden homogenen linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung.

(a) —&(t) + 6x(t) = 9z(¢) (b) ¥"(x) + 2y — 3y(z) =0 (c) 2y"(x) + 20y’ + 50y(z) =0
(d) y"(z) +4y' + 1y(z) =0 (e) y"(z) = 2a-y' +a?-y(z) =0 (a €R)

Aufgabe 12:

Uberpriifen Sie, welche der folgenden linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung konstante Ko-
effizienten besitzen. Unterscheiden Sie diese auBlerdem nach homogenen und inhomogenen Dif-
ferentialgleichungen.

(a) y"(x) + 2y (z) + y(z) = cosx (b) z-y"(z) —2¢/(x) =0
(c) ¥'(x) + 6y'(x) + 9y(x) =0 () 2i(t) +a(t) = e 2 (e) y'(x) + o/ (x) + 22 - y(z) =0
Aufgabe 13:
Gegeben seien das Anfangswertproblem
J@) =Sy + 20 @A0), y1)=1 (4)

(a) Berechnen Sie ndherungsweise mithilfe des Streckenzugverfahrens nach Euler (h = 0.25, auf
vier Nachkommastellen gerundet) die Losungskurve von (4) im Intervall [1,2]. Skizzieren Sie
den Streckenzug im angegebenen Intervall.

(b) Fithren Sie eine Zweitrechnung mit doppelter Schrittweite 2h durch und schétzen Sie den
Verfahrensfehler.



Aufgabe 14:
Gegeben seien die nichtlineare Differentialgleichung 1-ter Ordnung

x+y(x)?

y/(I) :f(x,y(x)) = {L’2+l

in der gesuchten Funktion
r—y(zr), x€DCR

und die Anfangswertbedingung y(—0.5) = 0. In Abbildung 1 ist das Richtungsvektorfeld der
Differentialgleichung (5) dargestellt.
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Figure 1: Richtungsvektorfeld der Differentialgleichung in Formelzeile (5).

(a) Zeigen Sie, dass die Isokline zum Wert m = y/(x) = 0 eine Parabel ist. Skizzieren Sie diese
in Abbildung 1.

(b) Zeigen Sie, dass die Gerade zur Gleichung

1

y:$—§ (6)

eine Isokline beschreibt. Bestimmen Sie den Isoklinenwert m = y'(x). Skizzieren Sie diese
in Abbildung 1.

(c) Berechnen Sie ndherungsweise den Ordinatenwert der Losungskurve des Anfangswertprob-
lems an der Stelle z* = 0.7 unter Verwendung des Streckenzugverfahrens nach Euler mit
einer Schrittweite von h = 0.2. Geben Sie das Ergebnis auf vier Nachkommastellen gerundet
an.

(d) Fihren Sie eine Zweitrechnung mit doppelter Schrittweite durch und geben Sie eine Schétzung
des globalen Fehlers fiir den Ordinatenwert in x* an.

Hinweis: Beim Streckenzug Verfahren ist der der globale Fehler an der Stelle x,,; definiert als
Ont1 = [Y(Tny1) = Ynt1l

worin y(z,41) die Losung des Anfangswertproblems an der Stelle z,,; und y,4; den mit dem
Eulerverfahren berechneten Stitzwert an dieser Stelle bezeichnen.



Der globale Fehler nimmt linear mit der Schrittweite ab. Hieraus folgt unmittelbar die Moglichkeit
seiner Schétzung mittels

Opy1 = |gn+1 - yn+1|

worin f,41 den mit dem Eulerverfahren berechneten Stiitzwert an der Stelle x,,1; bei doppelter
Schrittweite h = 2h bezeichnet.

Aufgabe 15:

Die Differentialgleichung einer freien geddmpften Schwingung laute:
E(t)+p-2(t)+2-2(t)=0 (p>0).
(a) Bestimmen Sie den Parameter p so, dass der aperiodische Grenzfall eintritt.

(b) Bestimmen Sie die spezielle Losung des aperiodischen Grenzfalls unter (a) fiir die Anfangs-
bedingungen z(0) = 10, #(0) = —1. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf dieser Schwingung.

Aufgabe 16:

Untersuchen Sie mithilfe der Schwingungsgleichung
m-&(t)+b-@(t)+c-z(t)=0

die Bewegung einer Masse von m = 50kg, die mit einer elastischen Feder der Federkonstanten
¢ = 10200N/m verbunden ist, wenn das System die Dampferkonstante b = 2000kg/s besitzt.

Fir die Bewegung werden die Anfangsbedingungen z(0) = Om und #(0) = 2.8m/s angenommen.
Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf dieser aperiodischen Bewegung.

Aufgabe 17:

Gegeben ist die inhomogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung
y'(@) +2-y(z) + y(z) = q(x)
mit dem Storglied ¢(z).

Ermitteln Sie fiir die nachfolgenden Storglieder den jeweiligen Losungsansatz fiir eine partikulére
Losung y,(x) der inhomogenen Gleichung.

() () = 22 — 20 + 1 (b) g(z) = 2* — 2 (©) glw) =3+
(d) g(z) =2-€* + cosx (e) g(x) =€ " -cosx
Aufgabe 18:

Zwei Losungen einer homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten
Koeftizienten
r—y=filr), € DCR, ie{l,2}

werden als Basislosungen bezeichnet, wenn

— de fi(zo)  fa(z0) S ein o
WG e =t (i) 500 ) #0 fireina e p

d. h. von Null verschieden ist.> W (fi, f2) heit Wronski-Determinante.

3Zwei Basislosungen sind insbesondere linear unabhéngig. Gilt hingegen W(xo) = 0 fiir zwei Losungen fi und fo und
alle zg € D, so folgt hieraus nicht, dass fi und f> linear abhéngig sind.



Untersuchen Sie, ob in den folgenden Beispielen eine Basis vorliegt.

(a) fi(z) = sin (wx), folz) = cos(wx), f"+w?f =0 (Schwingungsgleichung)
(b) fi(z) = e€*, fo(z) =e™™, f"+2f —8f =0

Aufgabe 19:

Gegeben sind die inhomogenen linearen Differentialgleichungen der Form
-y (@) + ap_y -y V(@) 4.+ ag-y(z) = qlz) (a; €R, 0> 2).

Bestimmen Sie die allgemeinen Losungen von

( )y//l+yl_€x (b) (4)—2y”+y:a;2
(c) ¥ — 3y’ + 2y = 2¢” +sinx (d) y "+y — 6y = He*

(e) 4y +4y = (z — 3)e*® (f) y" — Ty + 6y = 122 — 2
(8) ¥/ (

g Y+ 4y — 2y = xe¥sinx h) y" +2y" +y = 10cosx

Aufgabe 20:

Die charakteristische Gleichung 4. Grades einer gewohnlichen, linearen Differentialgleichung mit
konstanten (reellen) Koeffizienten besitzt die doppelt zu zahlende Losung A\ o = —1 — 4, wobei
i mit 2 = —1 die imaginire Einheit bezeichnet.

Ermitteln Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung.

Selbstdndige Bearbeitung Die nachfolgenden Aufgaben kniipfen an den ’Aufgaben mit Losungshilfe’ an. Bear-
beiten Sie diese individuell und teilen Sie Thre Losungen mit anderen. So kénnen Losungshinweise gegeben bzw.
Losungen verglichen werden.

Aufgabe 21:

Ermitteln Sie eine gewo6hnliche Differentialgleichung der Form

f(x,y(x),y’(x), s ay(n)(x)) =0,nelN

deren Losungsschar alle Parabeln umfasst, die den Koordinatenursprung O(0,0) enthalten und
eine zur y-Achse parallele Achse besitzen.

Hinweis: Uberlegen Sie, wie viele (unabhéngige) Parameter die Parabelschar besitzt.
Aufgabe 22:
Gegeben ist die Losungs(-kurven-)schar
y(x) =C- e+ Cy-e** +C3-e*, (C1,0,,C3) € R (7)
einer gewohnlichen Differentialgleichung 3. Ordnung (C;, Cy, und C5 sind Scharparameter).

(a) Begriinden Sie, dass (10) einer Differentialgleichung der Form ay” + by” + cy’ + dy = 0 mit
konstanten Koeffizienten a, b, ¢ und d geniigt.* Berechnen Sie diese Koeffizienten.

“Die Differentialgleichung enthélt keinen der Scharparameter C, Co oder Cs, ist also fiir jede Wahl erfiillt.



(b) Geben Sie die partikuldre Losung zu den Anfangsbedingungen y(0) = ¢/(0) = 0, y”(0) = 1
an, d. h. bestimmen Sie die Scharparameter.
Aufgabe 23:

Berechnen Sie mithilfe einer geeigneten Methode die allgemeine Losung der gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen

(a) ¥'(2) = 1+ y(x)? (b) ¢'(z) = a® + 1 (c) ¥ (x) = 22
(d) y'(2) +y(@) - tanz =0 () yf(x) = /22, 2 >0 (f) ¥/(z) = (x + y(z) + 1)°
(8) '(x) = ;& — 1

in den Funktionen x — y mit z € D.

Aufgabe 24:

Losen Sie die folgenden trennbaren und/oder linearen Differentialgleichungen:
(a)y' =<, (b) 2* +y —zy =0,

(¢) ¥ +sinz = (tanx)y, (d) ¥ = (y — 3) cos z.
Aufgabe 25:

Gegeben ist eine gewohnliche lineare homogene Differentialgleichung mit konstanten Koeffizien-
ten in der unbekannten Funktion z — y(z), v € D C R

y'(@) = 2-a-y' (@) + (a*+ 1) - y(z) = 0 (8)
wobei a € R und b € R Parameter beschreiben.
Weisen Sie nach, dass die Funktion f; : x — y = fi(z) mit
fi(z) =cos(b-x)-e** xR

eine Losung der Differentialgleichung in Formel (8) fiir jede Wahl der Parameterwerte a und b
ist.

Aufgabe 26:
(a) Berechnen Sie die Losung des Anfangswertproblems
y'(x) =2 y(e) =0, y(0)=y'(0)=1 (9)

mithilfe eines Potenzreihen-Ansatzes fir die gesuchte Funktion z — y(z) in der Form
y(x) = ag + a1z + apr? + ... Faa" .. = Zanx”, a, €ER VYneN (10)
n=0

unter Verwendung eines Koeffizientenvergleiches.

(b) Stellen Sie den Funktionsgraph der abgebrochenen Potenzreihe Si(x) ~ y(z), welche die
ersten sechs von Null verschiedenen Summanden von (10) enthalt, im Intervall [—2.5; 1.5
graphisch dar.



Aufgabe 27:
Gegeben ist folgende Differentialgleichung

. 3w 4297
V=
Ty

Bestimmen Sie die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems mit y(1) = 2.

Aufgabe 28:

Die nachstehenden Differentialgleichungen 2. Ordnung sind in expliziter Form

y'(x) = f(z,y(x),y'(x)) (11)

gegeben oder lassen sich in diese tiberfithren. Einzelne der Groflen x, y(x), y/(z) treten nicht
auf.

Diskutieren Sie spezielle Losungsansétze und berechnen Sie die allgemeinen Losungen der Dif-
ferentialgleichungen.

() ii(t) = 3+ 2t + 5¢2 (b) y'(2) = y/(a) —
() (1—a2) - y(@) +o-y(2) =0 (@2#1) () y)-y'(@) = (@)’

Aufgabe 29:

Gegeben ist eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Z(ak y* >—|—a0 y(x) =q(x), ar R fiuralle k€ {0,1,2,...,n}, a, #0 (12)

in der gesuchten Funktion x — y = f(z) mit x € D C R.

(a) Nennen Sie fir die nachstehenden Storfunktionen = +— ¢(x), x € D Losungen A der charak-
teristschen Gleichung, fiir welche mathematische Resonanz vorliegt.
(i) q(z) = by + 37, by, - ¥ mit b, € R, by € R und b, # 0
(i) g(x) = k - exp (ax) mit a € R und k € R
(iii) g(z) = k1 - cos (bxr) mit b € R und k; € R
(iv) g(x) = ko - sin (bz) mit b € R und ky € R
(v) q(z) = ky - cos (bx) + ko - sin (bx) mit b € R, ky € R und ky € R
(vi) g(x) = k1 - exp (ax) - cos (bx) mit a € R, b € Rund &y € R
(vii) g(z) = ko - exp (ax) - sin (bz) mit a € R, b € R und ky € R
(viii) g(z) = exp (ax) - (k1 - cos (bx) + ko - sin (bz)) mit a € R, b € R, ky € R und ky € R
(b) Geben Sie einen Ansatz y,(x) fir sine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung

(12) in Teilaufgabe a an, wenn A eine r-fache Losung der charakteristischen Gleichung (12)
ist.
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