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EinfuUhrungsbeispiel B «roten

_4> Pfad mit Kosten
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EinfUhrungsbeispiel
Brute-Force-Ansatz: Berechnung aller moglichen Pfade

Pfad: hO, h1-1, h2-1, h3-1, h4
Kosten f(y): 2+7+1+3 =13
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EinfUhrungsbeispiel
Brute-Force-Ansatz: Berechnung aller moglichen Pfade

Pfad: hO, h1-1, h2-1, h3-2, h4
Kosten f(y): 2+7+9+4 =22
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EinfUhrungsbeispiel
Brute-Force-Ansatz: Berechnung aller moglichen Pfade

Mogliche Pfade im EinfUhrungsbeispiel:
3-3-2-1=18

- Mit wachsender Anzahl der Zustande wachst die
Anzahl der Pfade sehr schnell, damit wird eine
Brute-Force sehr schnell ineffizient.

- Optimierungsverfahren verwenden!
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EinfUhrungsbeispiel
Dynamische Optimierung: Rekursive Berechnung optimaler Losung
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EinfUhrungsbeispiel
Dynamische Optimierung: Rekursive Berechnung optimaler Losung

Hinweis:
/ Der Wert eines Knotens berechnet sich
aus der Summe der Kosten des optimalen
Pfads!
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EinfUhrungsbeispiel
Dynamische Optimierung: Rekursive Berechnung optimaler Losung

opt: 8
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Dynamische Optimierung (engl.: Dynamic Programming)

- Dynamische Optimierung eignet sich fur die L6sung von mehrstufigen Entscheidungsprozessen, bei
denen Entscheidungen aufeinander aufbauen.

- Dekomposition eines hochdimensionalen in mehrere niedrigdimensionale (haufig: eindimensionale)
Optimierungsprobleme
« z.B.: NC-Variablen-Problem wird transformiert in NC 1-Variablen-Probleme (NC=Anzahl der Stufen)

« 1-Variablen-Probleme sind in der Regel einfacher |6sbar
- Die 1-Variablen-Probleme kédnnen nichtlineare Optimierungsprobleme o.a. sein

« Losung von sequentiellen Entscheidungsprozessen...
- Zeitlich
- Raumlich
- Uber verschiedene Ebenen eines Systems
> ..
...durch Zerlegung komplexer Probleme in einfachere Unterprobleme, wenn sich eine optimale Losung aus
optimalen Losungen von Teilproblemen zusammensetzen lasst. (Optimalitatsprinzip von Bellmann)
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Klassische Optimierung <-> Dynamische Optimierung

Mehrdimensionale Optimierung

- 1 mehrdimensionales Optimierungsproblem
Zopt = myin Z(ho,z)

Dynamische Optimierung
- Sequenz von eindimensionalen
Optimierungsproblemen

1 .
Zﬁp)t = rr;inZ (hs,ya)

2 | 1) |
7 = min | Z(hy, y) + Z$,
| _

3 | 2) |
78 = min |Z(hy, y2) + Zopt]

4 | 3) |
Zc(,p)t = n}]m Z(hg,y1) + Zc(,p)t
L L ]
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Klassische Optimierung <-> Dynamische Optimierung

(Klassische) Optimierung

Kleinere Anzahl an Variablen

Zielfunktionen sollten...
« Kontinuierlich sein
« Kontinuierlich differenzierbar sein
« das Optimum nicht auf dem Rand haben

Variablen sollten kontinuierlich sein

Bei nichtlinearen Prozessen sollte die Region, in der
das globale Minimum liegt, fur die Initialisierung
bekannt sein

Berucksichtigung stochastischer Prozesse macht
den Ansatz sehr kompliziert

Dynamische Optimierung

Erlaubte Variablen
« Diskrete
* Nicht-kontinuierliche
* Nicht-differenzierbare
* Nicht-konvexe

« Stochastische Prozesse leichter abbildbar
« Nachteil: ,Curse of Dimensionality”
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Dynamische Optimierung in der Systemverfahrenstechnik

« Suche nach einer optimalen Losung...
« minimale Kosten
« maximale Ausbeute
 maximale Ausdauer

« Anwendung
« Optimierung von Reihenschaltungen
« Optimierung von phasenorientierten Regelgesetzen
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ACHTUNG - Ubergang zur Zustandsschreibweise

Steuervektor u setzt sich aus kontinuierlichen und diskreten
Entscheidungsvariablen (x und y) zZusammen.

Zustand eines Systems x* resultiert aus den
Modellgleichungen in den Gleichungsbedingungen 0 = h(x, y)

ist jedoch NICHT gleichbedeutend mit den kontinuierlichen
Entscheidungsvariablen x !

» Das, *“wird im folgenden weggelassen! 0
ﬁ r
. . e at Lo .. Cap Call
Annahme der ,Aufwind-Approximation” fur Stoffstrome —
» Der austretende Zustand entspricht dem Zustand im T4
System. \
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Reihenschaltung von Prozesseinheiten

Modellgleichung einer Prozesseinheit:

xj = fi(xj-1 1)) x; ... Zustandsvektor der Stufe |
u; ... Steuervektor der Stufe |
Zielfunktion = Summe der Zielfunktionen der Stufen:  J - Index der Stufe
NC (z.B. Prozesseinheit in der Kaskade)
7 = sz(xj—1:uj) NC ... Anzahl der Stufen
= - (z.B. Anzahl Prozesseinheiten in der Kaskade)

o0
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Beispiel: Reaktorkaskade

Modellgleichung im stationaren Zustand:
Cq,j-1

Cp i = ———
A 1+kTJ

- Zustandsvektor x; der Stufe j: ¢4
- Steuervektor u; der Stufe j: t;

Minimierung der mittleren Gesamtverweilzeit bei
bekannter Eintritts- (¢, o) und Austrittskonzentration

(canc):
NC
Z = Z 7; = min
j=1
Hinweis:

Im Gegensatz zum EinfUhrungsbeispiel sind hier die
Entscheidungsvariablen (Verweilzeiten ) und
Zustande (Stoffmengenkonzentrationen c,) bei der
Reaktorkaskade kontinuierliche Grof3en.
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Systematische Substitution der Modellgleichung

Ansatz: Ineinander Einsetzen vom hinteren Ende der sequentiellen Reihe

« (NCO)-te Stufe (letzte Stufe):
Xne = zNC(ENC—pENc)
« (NC-1)-te Stufe:

ANC-1 = /_CNc—l(ENC—ZIENC—J
durch Einsetzen:

Xne = fnc (]_rNc—l(ﬁNc—z»ENcq)rENc)

« (1)-te Stufe:
Xne = fae (ﬁvc-1 (zz (ﬁ(&o:%)»ﬂz) ---)»ENC)

Damit ist der Ausgangszustand xy. nur vom Eingangszustand x, und den Steuerungen der Stufen u; ... uyc
abhangig, wobei jede Stufe sequentiell von der jeweils vorherigen abhangig ist.

« Bei optimaler Steuerung gilt dann:

XNe = _opt(ﬁot Uq,opt) = »ENC,opt)
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Beispiel: Reaktorkaskade

(NC)-te Stufe:

canc = f (CA,NC—LTNC)

| | [ |
(NC-1 )-te Stufe: CAQ cal CA2  Canc—2
canc—1 = f(Canc—2 Tnc-1) L L

Daraus folgt: | L e

— — Stufe: 1 Stufe: 2 Stufe: NC — 1 Stufe: NC
CaNC = f(f(CA,NC—z»TNC—1)»TNC) = f(CA,NC—Z;TNC—llTNC)
Uusw.
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Bellmann’‘sche Rekursion der Zielfunktion

Zerlegung der Gesamtzielfunktion in rekursiv definierte Teilsummen
« Gesamtzielfunktion

NC
ZIN) = zzj(&—l»ﬂj)
=1

« Berechnung rekursiver Teilsummen:
zM = ZNC(ENC—LENC)
Z® = Zyc1(xnc-2Unc-1) + Znc(Xnc—1, Unc)
Z® = Zyc_2(xnc-3.unc-2) + Znc-1(%nc-2, unc-1) + Znc(Xnc-1, Unc)

NC
Z(NC—j+1) — z Zj(&j—l»ﬂj)
=i

Die flr die Dekomposition des Problems heranzuziehende Methode wird Dynamische Optimierung genannt.
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Bellmann’sche Rekursion der Zielfunktion
Optimale Losung der (NC)-ten Stufe

Zielfunktion - unter der Annahme, dass der Austrittszustand (xy.) bekannt ist, wird der optimale Steuervektor
Uyc,opte fUr beliebige Eintrittszustande (xyc-4) gesucht:

ZW = ZNC(ENC—LENC)
Zé;?)t - T;?[ZNC(ENC—LENC)] = ZNC(KNC—LENc,opt)

1 (1
Zc()p)t - Z(gp)t(KNC—l» ﬂNC,opt)

FUr den Eintrittszustand der Stufe xy._; gilt dann:

Xnc = ch(KNc—pENc,opt)
- Durch Invertieren der Funktion folgt:

Xnc-1 = fnc (xnes Unc,opt)

(L
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Bellmann’sche Rekursion der Zielfunktion
Optimale Losung der (NC-1)-ten Stufe

Zielfunktion - unter der Annahme, dass Eintritts- xy._, und Austrittszustand xy._, bekannt sind, wird der
optimale Steuervektor uyc_1 op¢ geSUCHL:

@ _ .

Zopt = urlf’lénl[ZNcq(&Nc—z»ENcq) + ZNC(&NC—LENC,opt)]
@ _ ., _

Zopt = ZNC—l(ENC—z»ENc—Lopt) + Znc (iNCl (ENCrENc,opt),ENc,opt)
2) _ -2

Zopt - Zopt(&NC—Z» ENC—l,opt:ENC,opt)

FUr den Eintrittszustand der Stufe gilt dann:
XNC-1 = /_CNC—1(£NC—2:ENC—1,opt)

- Durch invertieren der Funktion folgt:
XNCc-2 = ﬁ\?Cl—1(£Nc—1;ENc—1,opt)

- Durch Einsetzen des Eintrittszustand von Stufe NC folgt:

XNC-2 = ﬁv_cl—1 (ﬁ\l_c1 (ENCrENC,opt)»ENC—l,opt)

(L
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Bellmann’sche Rekursion der Zielfunktion
Optimale Losung der (1)-ten Stufe

Zielfunktion - unter der Annahme, dass Eintritts- x, und Austrittszustand x; bekannt sind, wird der optimale

Steuervektor u, ,,; gesucht:
NC

Zgz\?,tC) = min Z1(xo0,u1) + Z Zj(xj-1,%j.opt)
u =
Mit dem
Kj—l = fj_l (fj:-ll (ZN_Cl—l (ZN_Cl(ENCr ﬂNC,opt)» ﬂNC—l,opt) )rﬂj,opt)
folgt

NC
(NC) _ . _ _ _ _
Zopt - r?illn Zl(&o; ﬂl) + Z Zj (f] ! (f]+11 ('"iNCl—l (iNCl(ENCr ﬂNC,opt)» ﬂNC—l,opt) )»Ej,opt) lﬂj,opt)
u =

Alternativ kann auch geschrieben werden:

(NC) _ . NC-1)
Zopt) = H}}ln [Z1 (X0, uq1) + Z(Spt (X1, Uz,0pts ---:ENC,Opt)]
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Bellmann’‘sche Rekursion der Zielfunktion

- Esfolgt die Rekursionsvorschrift:

1) _ Erster Schritt der dynamischen

7Y = min[Z y

opt ENc[ NC(KNC—LENC)] Optimierung
NC—j+1) : (NC-J) N .

Z( = min [Z- Xi_1,Ui)+Z Xi, Ui e, U ] Ruckwartsrechnen mit sinkendem
opt u; ](_] 1 _]) opt (_] “j+1,0pt _NC,opt) j (NC-1 nach 1)
(NC) _ . (NC-1) .

Zopt = n?lm [Zl (%o, ug) + Zopt (21 = f (X0, U1), Uz 0t ---:ENC,opt)] Lésung des Optimierungsproblems

1

x;. =f(f £ (f ( ) Vorwartsrechnen mit wachsendem j
Xj = Jj\Jj-1 T2 \J1\Xo, U1 ), Up | o | U zur Berechnung der Zustande in
den Stufen
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Bellmann‘sche Rekursion der Zielfunktion
Schlussfolgerungen

Die rekursive Anwendung der Rekursionsformel fuhrt dazu, dass

« injedem Schritt, beginnend mit der Stufe NC und endend mit der Stufe 1 jeweils ein Optimierungsproblem
zu l6sen ist, welches nur von den Steuergrol3en der Stufe i als Entscheidungsvariablen abhangt und

« damit das Problem in n Teilprobleme zerlegt wurde, die von geringerer Dimension sind als das vollstandige
Problem. > Dekomposition des Problems

Lésung des dynamischen Optimierungsproblems erfolgt in zwei Schritten:

1. Ruckwartsrechnung:
Lésung fur Teilprobleme beginnend mit (NC)-ter Stufe in Form von Funktionen in Abhangigkeit vom
Eingangszustand aufstellen.

2. Vorwartsrechnung:
Berechnung der Zustande in den Stufen beginnend mit der ersten Stufe durch Einsetzen der
Eingangszustande und optimalen Steuervektoren.

TECHNISCHE ’. PROCESS PROCESS Mehrdimensionale Optimierung - Dynamische Optimierung ) i
@ UNIVERSITAT CONTROL SYSTEMS PLT/SVT / Dr.rer.nat. Valentin Khaydarov Folie 30 DRESDEN h
DRESDEN . SYSTEMS ENGINEERING Lehrveranstaltung Systemverfahrenstechnik (c) Madler, Urbas // 30.06.2020 . conee Pt S



’ ¥ PROCESS PROCESS
\ CONTROL SYSTEMS
y SYSTEMS ENGINEERING

Dr.rer.nat. Valentin Khaydarov
Kontakt: valentin.khaydarov@tu-dresden.de

Vielen Dank fur Ilhre Aufmerksamkeit!

LLA 1
NIVERSITA
DK )




Bellmann’‘sche Rekursion der Zielfunktion

- Dafolgende Beziehung j = NC — i + 1 zwischen den Indizes i und j besteht, kann die Iterationsvorschrift auch
wie folgt ausgedrickt werden:

n _
Zopt = mm[ZNc(ﬁNc—pﬂNc)]
p Uunc
opt — MmN Ne—i+1(XNc—i UNC—i+1) opt (XNC—i+1 UNC=i+2,0ptr = » UNC,0pt)
UNC-i+1
z8 = min |Zyc_, o Unc-is1) + ZSe (ne-i - )
opt — ul\rlrclln ne-i+1(Xnc—i Unc—i+1) opt (XNC—i+1 UNC—i+2,0pt> = UNC,opt
UNC-i+1

Xnc-i+1 = fnc-i+1 (]_CNC—L' (fz (ﬁ(&o»%):%z) ---):ENc—i+1)
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