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LOSUNG - DYNAMISCHE OPTIMIERUNG EINER REAKTORKASKADE

THEORETISCHE GRUNDLAGEN

BELLMAN’sches Optimalitatsprinzip ... besagt, dass ein Problem eine optimale Substruktur
besitzt, wenn sich die Losung aus den optimalen Losungen der Subprobleme ermitteln lasst.
Dies ist Grundbedingung fur die sogenannte Dynamische Optimierung oder auch Dynamis-
che Programmierung, die von Richard Bellman 1957 in seinem Buch Dynamic programming
eingefuhrt wurde.

Alternative Definition: Die Dynamische Optimierung betrachtet dynamische Optimierungsprob-
leme, d.h. Probleme mit einem Uber mehrere Perioden oder Stufen ablaufenden Entschei-
dungsprozess. In jeder Periode konnen jeweils andere Ziele und Nebenbedingungen gelten.

AUFGABEN

MODELLGLEICHUNGEN

Aus der chemischen Reaktion erster Ordnung A —— B resultiert die Reaktionsrate
ri = —K(Tg) ca,i (1)
Die Stoffmengenbilanz im i-ten Kaskadenelement gehorcht:

des;, V
d?’/ = IV (CA,,‘_1 - CA’,') - /<CA,,‘ (2)
i

Die stationare Bilanz in Standardform lautet:

’X,‘ = f,‘(X,'_1, U,’) ‘ (3)

Damit gilt im vorliegenden speziellen Fall:




ABLEITUNG DER ZIELFUNKTION

Laut Aufgabe soll die mittlere Gesamtverweilzeit minimiert werden, d.h. es muss gelten

n
" =t= t; — min
i=1

Um die Schreibarbeit zu reduzieren wird eine transformierte Zielfunktion Z eingefthrt

n
Z=/<f=ZT,- - min mit T, =k%
=1

Damit nehmen die Modellgleichungen die Form an:

CA,i-1
CAi =7 =
T+ Ti

Far die Verweilzeiten in den einzelnen Reaktoren i gilt:

=R g iy,

Cai

LOSUNG DES PROBLEMS MIT DYNAMISCHER OPTIMIERUNG (DYNAMISCHER
PROGRAMMIERUNG)

RUCKWARTSRECHNEN

— Das erste Teilproblem beinhaltet lediglich den letzten Reaktor mit dem Index n.

Z’I = Zn(Xn_’I, Un) = Tn

(9)

Tn ist Steuergrof3e. In der n-ten Stufe ist mit bekannter Eingangsgrof3e ca -1 die optimale
Verweilzeit bekannt, da es eine eindeutige Beziehung zwischen 7, und ca -1 gibt. Die

Modellgleichung dieser Stufe lautet:

CA,n-1
CAn= ——
Ty,
Damit gilt fur die Verweilzeit:
CA,n-1
Tp= —— -1
CAn

(10)

(11)

Da die EingangsgrofRe ca -1 aus den vorhergehenden Stufen resultiert, ergibt sich eine
eindeutige Berechnungsvorschrift fur 7,, d.h. es ist kein Optimierungsproblem zu losen.

Daher gilt:

CA n-1 1

1
Zopt(CA,n—1) =Th =

(12)

— Das zweite Teilproblem beinhaltet die letzten beiden Reaktoren mit den Indizes n— 1 und

n.
22 =Tn-1 + Tn

(13)



Far die Zielfunktion gilt:

CA,n-1
CAn

Z%(1p-1, CAn-2) = Tn1 + -1 - min (14)

Die Stoffmengenkonzentration ca -1 ist ein innerer Zustand des Systems und kann durch
die folgende Gleichung ersetzt werden:

CA,n—Z (1 5)

Es folgt die Zielfunktion auf Basis des Zustands am Eintritt ca ,—» und der Steuergrof3e
Tn_’l .

_ 1 .
Z%(Tp-1, Can-2) = Tn1 + CAn-2 -1 = min (16)
! CA’n 1 + Tn_‘]
Die notwendige Bedingung fur ein Optimum lautet:
2
dTh-1 CA,n (1+ Tn—1,opt)

Es ergibt sich die optimale Verweilzeit 1,1, 0pr IMm Reaktor i = n - 1:

1
CAn-2 ) 2 1

CAn

(18)

Tn-1,0pt = (

Durch Einsetzen in die Ausgangsgleichung erhalt man den optimalen Wert der Zielfunk-

tion: 1

2
72 _[CAn2)\?_,, CAn2 1 1 (19)
opt CAn CAn %
: : 1+(—"‘g;2) —1
%
CA n-
Zﬁpt(cA,n_2)=2[(‘”’2) —1] (20)
CaAn

Das dritte Teilproblem beinhaltet die letzten drei Reaktoren mit den Indizes n -2, n-1
und n.

78 = Thg+ Toot +Tn (21)
Es gilt:
%
Z3(10_0, Can-3) = Th2 +2 [( CAn-2 ) - 1] — min (22)
CaAn
mit c
Can-2 = An3 (23)
1+ Thoo

Die weitere Vorgehensweise ist vollkommen analog zu ngt.

1
CA n— 2 .
Z3(Tp-2, Can-3) = Tna +2 [( An-3 ) - 1] — min (24)
’ CAIn 1 + Tn_z

1

3 2
dz =1+2 (CA'”_g)
dTp-2 CaAn

1 _3



1
CA n_ 3
To-2,0pt = ( ol 3) 1 (27)
CAn
- 1
1 2
3 _ 1
7, - ( Can-3 ) 140 || cAns B 28)
Can CAn (cans\3
A ()
1 [ 2 3
78, = (CA'”‘3) 142 (C“'”‘3) 1 (29)
CAn CAn
3
3 CAn-3
=3 -1 30
2y [( a2 ] (30
— Ableitung allgemeiner Berechnungsvorschriften fur die Verweilzeit und das Optimum der
Zielfunktion:
1
. n=i+1
Tiopt = (C“f’-1 ) -1 (31)
CAn
=
- - Cai-1 ™"
70 = (n—i+1 : -1 32
opt (n—1i+ )[( can ) ] (32)
VORWARTSRECHNEN

— Far/ = 1 ergibt sich T opr aus c4 0 entsprechend der oben ermittelten Berechnungsvorschrift.

1
Ca n
Tiopt = | 22| -1 (33)
Can
Ca,0 Can\” SIS
CA1,0pt = —————— = CAD ( =c,, Ch (34)
1+ 71, 0pt CA0 AQ AN

— FUr / = 2 ergibt sich die optimale Fortsetzung aus 72,0pr, WeNN ca 1 bekannt ist.

1

C n-T
7'2,opt:( ‘“) -1 (35)
Can
Durch Ersetzen von ca ¢ mit der eintretenden Stoffmengenkonzentration ca 1,0 €rgibt
sich:
S P
ca'y Ch
To opt = ~AQ “An -1 (36)
CAn
c n
T2,0pt = (AO) ] -1 (37)
| CAn




1
C n
,N

— Alle Kaskadenelemente sind offenbar gleich grofs. Die Verweilzeit ergibt sich aus folgen-
der Berechnungvorschrift:

1
c n .
CAn
Die Definitionsgleichung von T lautete:
kV;
Ti,opt = \I-/’Opt (41)

Daraus ergibt sich das Volumen der einzelnen Reaktoren

. 1
Vv Ca0 n
V/‘,opt = ? [( Can ) - 1] (42)
und das Gesamtvolumen aller Reaktoren
\-/ 1
n Cano )"
Vopt = — Bl I 43
opt X l( CA,n) ] (43)
KONZENTRATIONSPROFIL
A = Mit  Topt = T1,0pt = T2,0pt = *** = Tn-1,0pt = Tn,opt (44)
CA,i-1 1+ Topt ’ ' ' '

Damit erhalt man durch Multiplikation sofort:

CAi _ 1 | (45)
CA[O (1 + Topt)l
Mit der Beziehung
1
C n
CaAn
folgt die allgemeine Berechnungvorschrift fUr die Stoffmengenkonzentrationen:
CAL ( San ) n 47)
CA0 CA0
can\
CAi = CAD ( A’n) (48)
CA0




