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Agenda

« Wiederholung

» Regressionsanalyse: Intuition und formale Problemdefinition
* Analytische und numerische Parameterschatzung

« Nichtlineare Regression

 Evaluation des Modells

« Regularisierung

« Validierung und Testen des Modells

« Zusammenfassung und Ausblick
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Wiederholung der letzten Vorlesung
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Wiederholung

Datenbeschaffung

Datenexploration
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Wiederholung

Cleaning

Fehlende Werte, AusreiRer, Datendrift, Multikolinearitat, Abtastrate und Verzogerungen

Labeling
Data Labelling

Konventionell Semi-Supervised Weak-Supervision Transfer-Learning
Experten manuell Ausnutzen struktureller Annahmen Nutzen von Label geringer Qualitat Einsatz von vortrainierten
fur Labelling Modellen
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Wiederholung

Feature Engineering

Selection Transformation und Normalization

Two classes in coordinate system Two classes in polar coordinates
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Feature Evaluation}
| - Unnormalized:
Prediction Model tb 1
w
https://towardsdatascience.com/how-to-calculate-the-mean-and-
standard-deviation-normalizing-datasets-in-pytorch-704bd7d05f4c
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Regressionsanalyse
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Beispiel: p-T Diagramm far Wasser

Siedepunktkurve von Wasserdampf

Sattdampfkurve
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https://de.wikipedia.org/wiki/Datei:Dampfdruckkurve.svg
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Intuition

Datensatz

Trainieren
Eingangsgrolien . AusgangsgroRe
Features | Hypothese (Modell) » Zielvariablen
Pradiktoren y = h(x) Abhangige Variablen

Mittels eines Regressionsmodells werden Zusammenhange zwischen mehreren Merkmalen durch ein
mathematisches Modell abgebildet.
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Intuition

Wir suchen die wahre Funktion, aber gegeben sind nur eine Teilmenge der Beobachtungen.
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Regressionsanalyse

Vorgegeben:

- n Beobachtungen mit m Eingangsgrol3en x;, ..., x,, und einer Ausgangsgrolde y
« EingangsgrolRen kdnnen ebenfalls nominal oder ordinal sein

« eine Hypothese y = f(b, x)

Ziel

« Ermittlung eines funktionalen Zusammenhang zwischen m Eingangsgroél3en und einer
ausgewahlten ZielgrolRe y
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Regressionsanalyse

Lineare Hypothesen:
« Einfachregression (m = 1):
h(x) = by + bx, oder Gerade im R?

« Mehrfachregression (m > 1):

m
h(x) = by + by = by + ) byx;

J=1
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Notation

« Eine Beobachtung

X1

|
I

v y =y oder (g,z)

« Vektor mit m Beobachtungen
X=[x® .. xM™ y=[p® .. y™]

* Modellparameter
by

b=|..

by,
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Notation

Vereinfachung:

h(x) — bO + b1x1 - bOxO + b1x1 - ZT:O b]x] m|t xo — 0

Als Matrizenmultiplikation:

Trick: Multiplikation eines Zeilenvektors mit einem Spaltenvektors: (1 x n) * (n x 1)

h(x) =x"b

1
n 1
1D:D]-E=1D

https://de.wikipedia.org/wiki/Matrizenmultiplikation
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Matrizenmultiplikation

https://de.wikipedia.org/wiki/Matrizenmultiplikation
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Notation

Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektors

XTh =272

https://de.wikipedia.org/wiki/Matrizenmultiplikation
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StorgrofRe

« Messung der Ausgangsgrolle:
* nicht der “wahren” Wert y

: .. . " . " o) ] Verteil
 durch die StorgroRRe e “verfalschten” Wert y "\e sngrene
* ¥y =91, X3, 0, x) + e 1 Stérung
8 e
2
0
 Storgrolle e: @
. =
« unkorreliert = Ausgangs-
L

. Erwartungswert von Null grofe
« homogene Varianz

« Ergebnis von additiven Uberlagerung sehr vieler Storungen
=> normalverteilt (“zentralen Grenzwertsatz der mathematischen Statistik”)
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Parameterschatzung
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Parameterschatzung

h(x) =x"b

Das Modell ist durch b parametrisiert.

Was ist ein guter Vektor b?
Wie lasst sich die Gute des gefundenen Vektor b und des Modells beurteilen?
Gibt es einen optimalen Vektor b?

Welche Methoden gibt es um einen guten/optimalen Vektor b zu finden?

TECHNISCHE "V PROCESS PROCESS Daten: Gewinnung, Bereinigung, Labeling, Exploration und Feature Engineering ) P
@ UNIVERSITAT CONTROL SYSTEMS PLT/SVT / Prof. Dr.-Ing. habil. Leon Urbas Folie 20 DRESDEN h
DRESDEN L SYSTEMS ENGINEERING Lehrveranstaltung Simulation und Optimierung (c)Urbas . conce A N



Fehlerfunktion

Eine einfache Moglichkeit:

Quadratische Fehlersumme:

n
SSE(b) = Z e;’ =
i=1

Brr(b) = ) [¥ = h(b,X)]
=1

S

1=1

Warum SSE? Markow-Gauf3-Theorem
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Satz von Markow-Gaufld

Der Kleinste-Quadrate-Schatzer ist die beste lineare erwartungstreue (BLUE - best linear
unbiased estimator) Schatzfunktion, wenn die zufallige Storgrol3en:

« unkorreliert (immer der Fall fir unabhangige Zufallsvariablen)
« im Mittel Null sind

 eine endliche konstante Varianz haben
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Minimierungsproblem

Es sollen diejenigen optimalen Parameter b ausgewahlt werden, bei denen die Summe
der quadrierten Anpassungsfehler minimal wird:

n
. 2
min (Y — h(b, X))
b 4 B
=1

Methoden:

« Analytisch (exakt)

* Numerisch (approximativ)
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Analytische Parameterschatzung

Schatzung b der Koeffizienten b nach Methode der kleinsten Fehlerquadrate:

SSE(b) = Zel =eTe = (Y —XTb) (Y — XTb)

Notwendige Bedingung:
aSSE(b)
db

XT(Y —=XTh) =0

Grundgleichung zur Berechnung der Regressionskoeffizienten
b=XTx)"tXxTy

XTX darf nicht singular sein
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Analytische Parameterschatzung

Aber:

« XTX kann in der Realitat doch singular sein, wenn:
« |Inputvariablen abhangig sind

« Anzahl von Parametern weniger als Beobachtungen im Datensatz
- mehr als eine Losung

 Fluch der hohen Dimensionen
« Dimension entsprich der Anzahl von Beobachtungen
« Matrixinversion ist keine gute Idee (100.000 x 100.000 - Aufgabe fur einen HPC)
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Numerische Optimierung

- eine Klasse von (iterativen)
Optimierungsverfahren zur Suche eines
(lokalen) Optimums fur (nicht-lineare,
komplexe) Optimierungsprobleme.,

Verfahren:
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Grid search

Random search
Monte-Carlo
Simplex-Verfahren
Gradient descent
Stochastic gradient descent

f(x) A

lokal, strikt

global, strikt
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Gradient

Der Gradient einer Funktion f(x):

oF
df |0
grad f(x) = Vf (x) = é _ a')';l

Die Lange des Gradienten gibt die Steigung der
Funktion an diesem Punkt.

Die Richtung des Gradienten weist in Richtung des
steilsten Anstieges an diesem Punkt.

An Extrempunkten sind alle partielle Ableitungen
(Komponenten des Gradienten) gleich Null.
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Gradient descent = Abstiegsverfahren

Die Suchrichtung entspricht dem steilsten Abstieg :
f(x
d=-V/(x) ;
Die Schrittweite wird berechnet wie folgt
3= —avi(x)

Der nachste Suchpunkt ware dann
=x,—avVf(x)

£f+]

Starting

/ Point

Ilteration 3

Iteration 4

Convergence

a - Learning rate (Hyperparameter)

Startpunkt: Naherungswert
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Bild: https://zkmablog.com/2017/02/11/was-ist-das-gradientenabstiegsverfahren/
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Demonstration

Matlab-Livescript
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Nichtlineare Regression
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Nichtlineare Regression

» Transformation der nichtlineare Modellansatze in parameterlineare Modellansatze

« y=ae?™ - lny=Ina+bx
x 1
’ y_ax+b _>__a+b;

« LOsen des parameter-nichtlineare Problem

SSE(b) = mbinZ(Y - h(b,X))’
- i=1

= nichtlineares Optimierungsproblem

— Numerisches Losungsverfahren
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Evaluation des Modells
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Parameterschatzung

Im Anschluss an die Parameterschatzung sind folgende Aspekte zu untersuchen

« Bewertung der Gute des durch die Regressionsanalyse gefundenen Modells
 Reststreuung s?
« Bestimmtheitsmald B

« Adaquatheitstest fur das Modell
 Signifikanztest fur die Modellparameter

- Uberprifung der anfangs formulierten Voraussetzungen bezuglich der Verteilung der
Storgrolde (Reststreuungsanalyse)
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Adaquatheitstest

Degree 1
MSE = 4.08e-01(+/- 4.25e-01)

—  [Madel
e TUE function
e Samples

X

Underfitting

Degree 4
MSE = 4.32e-02(+/- 7.08e-02)

— Madel
e TFUe function
e Samples

Degree 15
MSE = 1.81e+08(+/- 5.42e+08)

X

optimal

— Model
e TUE function
e Samples

X

Overfitting

https://datascience.foundation/sciencewhitepaper/underfitting-and-overfitting-in-machine-learning
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Parity plot
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doi:10.4236/abb.2011.24028
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Residuals vs Fitted

Case 1 Case 2
Residuals vs Fitted Residuals vs Fitted
AN — Ie) - 8
G0 o o o) N O o@D O
T o BB B, O g
® O g —"° ‘g

0 | Q--@%&—— -8 o 0 = o(-oée§/o . @%
® © s Qo T © o R
3 o Op 0d © S ed, © D o
= o & 9% »%0 © 0% g of b
@ N = © wmo @ 0 0g N
o) o o LR o Fe) \
o e ° o (1 ' / \\

A ° o & v o

? - ) o

380 O49 810 300
| ] | | | | | ] | | | | | | |
6 4 -2 0 2 4 6 -8 6 4 -2 0 2 4 6
Fitted values Fitted values
https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/
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Q-Q-Plot

Case 1 Case 2
Normal Q-Q Normal Q-Q
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https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/
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Scale-Location Plot

Case 1 Case 2
Scale-Location Scale-Location
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https://data.library.virginia.edu/diagnostic-plots/
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Gesamttest auf Signifikanz

Fragestellung: hat mindestens eine der Pradiktorvariablen einen statistisch
signifikanten Einfluld auf die Zielvariable

Null-Hypothese: Hy: b; = 0, Alternative: Hy:b; # 0 fur alle j € {1,2 ...k}
Ermittlung mit F-Test:

SZ .
E, = Sr;g > Frn—k—-1.1—q Oder p-Wert groRer als a
ylx

Steg = % * (¥ —¥)? - die Varianz der Regression und

1
n—-k-—1

Soix = n . (y; — 9)? - die Residualvarianz

n —k — 1 - die Freiheitsgrade, n - Anzahl von Beobachtungen, k - Anzahl der
Inputvariablen
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Test fur die Signifikanz einzelner Merkmale

Fragestellung: hat eine konkrete Pradiktorvariable einen statistisch signifikanten
Einflul3 auf die Zielvariable

Null-Hypothese: Hy: b; = 0, Alternative: Hy:b; # 0
Ermittlung mit t-Test:

~

b; .
T, = S—’ > th—k-1,1-a/2 Oder p-Werte grol3er als a
bj
wo §,; der Standardfehler von b i b: | 8, | p-Wert
0| 554 |26
1| 039 | 0.14 | 0.008
2| 023|009 | 0.020
3 | 0.001 | 0.12 | 0.994
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Regularisierung
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Regularisierung

Overfitting Result Regularization Result

hg(x) = 0y + 61z + 19-21'2 + 932:3 + ...

> >

X1 X1

Regularization ist ein Ansatz zur kunstlichen Einschrankung von wenig relevanten Modellelementen (z.B. Input-
Features oder Neuronen), z.B. L2-Regularization

Regularization Term

m ;
2

J(6) = ﬁ Z (h,,g(;z:{“) _ y(-i}) i i: 0,

f=]_ T J_l ——— start at &4
i

Regularization Parameter

Bilder: https://medium.com/@qempsil0914/courseras-machine-learning-notes-week3-overfitting-and-regularization-partii-3e3f3f36a287
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Optimierung von Hyperparametern

Nachdem der Typ bzw. die Architektur des Modells Direkte Verfahrens (Parallelisierung):
definiert wurde, sollen Modell- und . Grid-Search

Trainingsparameter optimiert (andere Ebene der . L
Optimierung als beim Modell-Training) werden. Alle mogliche Kombinationen von Parametern werden

evaluiert

, « Random-Search
Exemplarische Parameter: . . .
Zufallig ausgewahlte Kombination von Parametern
« Ordnung des Regressors

 Artdes Kernels im SVM ) \

* Anzahl von Schichten und Neuronen in NN J ) . . )

« Beiwerte und Art der Regularisierung “‘ 3 .'. E

« Learning-Rate des Abstiegsverfahrens "' E ' E
—— S——

Iterativ: Bayesian, Gradient descent usw.

Bild: https://srdas.github.io/DLBook/DL_images/HPO1.png
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Validierung und Testen des Modells
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Model testing

Modelltests dienen der Bewertung der Modellgute hinsichtlich der Qualitatsmetriken (nicht unbedingt
dasselbe wie die Zielfunktion).

Qualitatsmetriken: MSE, MAE, MAPE

Datenaufteilung: Training Val

« Training (70-80%) - Optimierung des Modells

« Validation (15-20%) - unabhangige Bewertung der Hyperparameteroptimierung

« Test (15%) - unabhangige Bewertung des resultierenden Modells (inkl. Hyperparameter-Tuning)
k-fold Cross Validation:

« Aufteilung des Datensatzes auf k Anteilen, die fUr Evaluation des Modells verwendet werden

Vorteil: kein separater Validerungsdatensatz erforderlich

https://de.wikipedia.org/wiki/Kreuzvalidierungsverfahren#/media/Datei:KfoldCV.gif
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Zusammenfassung
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Regressionsanalyse

Datensatz
\ 4
Trainieren
EingangsgrolRen v .
5aNESE Ausgangsgrolde
Features Hypothese (Modell) . :
e _ » Zielvariablen
Pradiktoren y = h(x) \bhingice Variabl
Evaluation
Eﬁ‘fv”e"a'ﬁﬁﬁ =t CONTROL SYSTEMS LTI/ Prot Drciog. bk, Loors Urtes P cretion und Feaure Engneering Folie 48 (‘\
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Numerische Optimierungsverfahren

Iteration 3

Iteration 4

Convergence

—
—
—
.
R
B
.
-
4
-4

——

Final
Value
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Regularisierung und HPO

Regularization Result
Overfitting Result

hg (x)
Y »
X >
Regularization Term
1 m ) ( 2 n
9
J(B) = — (h. 2y ”) + .-
0) = 5> (hola) —y >4
i=1 Tj_l 44— startat 64
L]
Regularization Parameter
hg(x) = 0 + 617 + foa® + O32°
1y(x) = 0y + 012 + bz + O32° + ...
X1 X1
Grid Lavout Random Lavout
o ] — L
- . o | s
: 3 5
° : o &
. CR <
: =] =]
g o * [z
L S E ) £
5 5
; ®
Important Parameter Important Parameter
Bilder: https://medium.com/@qempsil0914/courseras-machine-learning-notes-week3-overfitting-and-regularization-partii-3e3f3f36a287
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Nachste Vorlesung

et g w
=} ] =)

Petal width
=
w

1.04 Depth=0
0.5 3.8:5’
0.0 I i , : 4 : :
Datensatz o 1 2 3 4 5 5 7

‘ /,v ‘ - Da‘i\leil:)irn kt
‘ -~ WY

Phase 1 Phase 2 /\
/\/ Phase 2

Phase ?
Phase 1 ‘\/‘\ ‘k\/‘

Phase3  ppjse3

2
Y

Adaptiert aus A. Géron, Hands-on Machine Learning with Scikit-Learn, Keras, and TensorFlow. O'Reilly Media, 2019.
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