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8 Biegung prismatischer Trager

8.1 Voraussetzungen

Unter einem prismatischen Triger wird ein Balken verstanden, dessen Querschnitt {iber die
komplette Balkenléinge konstant bleibt. Sind fiir einen Teil oder iiber die komplette Balkenldnge
die Schnittgrofenverlaufe

Fo =0, F, =0, M, = konstant (1)

so wird von reiner Biegung gesprochen. Dabei gilt stets, dass die Liange des Trégers [ viel
grofer als die Querschnittshohe h und die Querschnittsbreite b sein muss.

I>>h, b (2)

Infolge der Biegemomentenbeanspruchung im Tréager biegt sich der Balken durch. Vereinfacht
wird in der TM I die Bernoulli-Hypothese angewendet. Diese ist eine idealisierte Betrach-
tungsweise und besagt, dass die Balkenquerschnitte auch im verformten Zustand konstant und
senkrecht zur verformten Balkenachse bleiben.

Wird ein Tréager durch reine Biegung belastet, so wird iiber die Balkenhohe seine eine Randfa-
ser gedriickt, die andere Randfaser wird gezogen. Uber die Balkenhhe muss deshalb eine Faser
existieren, an der sich die Lénge nicht &ndert. Diese Faser wird als neutrale Faser bezeichnet
und liegt im Fldchenschwerpunkt des Balkenquerschnitts.
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8.2 Bestimmung des Flachenschwerpunktes

In vorherigen Kapiteln wurden bereits Streckenlasten ¢ eingefiihrt, die auf ein statisches Sy-
stem, z.B. einen Balken, wirken kénnen. Um die Lagerreaktionen solcher Systeme bestimmen
zu konnen, wurden Ersatzfreischnitte gezeichnet, in denen die Streckenlasten durch eine resul-
tierende Kraft Fr bzw. F, ersetzt wurden. Die resultierende Kraft Fp einer Streckenlast ¢(z),
die iiber die Balkenlénge [ wirkt, wurde dabei durch die Integration der Streckenlast iiber die
Lénge definiert.

Fo= [ g(2)dz )
|

Die Richtung der Resultierenden entspricht der Richtung der Streckenlast. Der Angriffspunkt
der Resultierenden Fy muss dabei so gewihlt werden, dass die statische Aquivalenz gewihr-
leistet wird. D.h. die Grofle der Lagerkrifte und -momente am Ersatzfreischnitt muss gleich
sein mit den Lagerkréften und -momenten am Freischnitt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
der Angriffspunkt der resultierenden Kraft mit dem Flachenschwerpunkt der Streckenlast zu-
sammenfillt. Der Schwerpunkt Zg einer Streckenlast wird dabei berechnet durch

_ 1 _ 1 -
Zs—z'/ZdA—Z'//Zdde (4)
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Neben den Flachenschwerpunkten von Streckenlasten kénnen auch geometrische Schwerpunk-
te z.B. von Querschnitten definiert werden. In der ebenen Betrachtung (x-y-Koordinatensystem )
gilt fiir den geometrischen Schwerpunkt eines Korpers

xS:%-/di (5)
gs = [vaa ©)

Die Integrale werden dabei als Flichenmomente 1. Ordnung bzw. statische Momente
Sz, Sy bezeichnet.

Sx:/:i- dA (7)
sy:/y dA (8)

Beispiel




o

I,F . . .
/ nZedn) AG Betriebsfestigkeit
Vil

L) LANYT Technische Universitat Dresden  Technische Mechanik I - Vorlesung ~ WiSe 2019/20

Merke:

1. Besitzt eine Fliache ein oder zwei Symmetrieachsen, so befindet sich der Schwerpunkt
immer auf diesen.

2. Einige Schwerpunktskoordinaten sind in Abbildung [1] dargestellt, weitere sind in der For-
melsammlung enthalten.

3. Héaufig werden in der Mechanik lokale, kartesische x — y—Koordinatensysteme verwendet,
deren Koordinatenursprung im Flachenschwerpunkt des Systems liegt.

Fliche Fliacheninhalt Schwerpunktslage

rechtwinkliges Dreieck

beliebiges Dreieck

y I3:Y3 A= %I(.’l'-_z —1)(ys —y1) s = z(x1 + 22+ 3)

w

T, Y1
T2, Y2

1
—(zz —21)(y2 — )] Ys = 3(!/1 +y2 +ys)

Parallelogramm
ﬁ h A=ah S liegt im Schnittpunkt
_t der Diagonalen
a

Trapez S liegt auf der

Seitenhalbierenden

b
- h ha+2b
A=2 L=
ﬁ h 2(a+b) V=3 arb
a

r 2 2 sina
l . A=ar Te=gT—
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| = T r? T, = ar
S ' ) T 37
T !
3
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124
4 . sin®
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Ty = fb
8
3
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Y 5

Abbildung 1: Aus: Gross, Hauger, Schroder, Wall; Technische Mechanik 1 - Statik; Springer
Verlag, 13. Auflage, S. 110-111; 2016
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8.3 Spannungen und Dehnungen

In Kapitel 6 wurden die Begriffe Spannungen und Dehnungen eingefiihrt. Im Allgemeinen wer-
den die Spannungs- und Dehnungsverldufe iiber den Querschnitt in einem Koordinatensystem
dargestellt, das im Flichenschwerpunkt des Querschnitts liegt. Wird ein Stab oder Bal-
ken nur durch eine Einzelkraft F' in Langskraftrichtung belastet und der Trager rechtwinklig
zur Belastungsrichtung geschnitten, so entstehen nur Normalspannungen im Tréger. Diese sind
iiber die Hohe h des Querschnitts A konstant.

o(y) = % = konstant (9)

Durch das Hooke’sche Gesetz sind auch die zugehorigen Dehnungen iiber den Querschnitt

konstant. ) .
_9y _
e(y) = % A konstant (10)

Wird ein Balken nicht durch eine Langskraft, sondern durch ein Moment M, belastet, so ent-
stehen ebenfalls Spannungen und Dehnungen im Inneren des Tragers. Anders als bei Langskraft-
belastung, sind diese {iber die Querschnittshohe h nicht konstant.
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Wird ein Trager nur durch ein Moment belastet, so sind die Dehnungen £(y) linear iiber die
Querschnittshohe.
e(y)=C.-y (11)
mit der Konstanten C., die durch geometrische Uberlegungen bestimmt werden kann. Weiterhin
werden nur elastische Verformungen angenommen und es gilt das Hooke’sche Gesetz

o(y) =E-e(y) (12)

wodurch auch die Spannungen linear iiber die Querschnittshche verlaufen miissen.

Die Normalspannungen im Inneren des Korpers entstehen infolge der dufleren Belastung
durch das Biegemoment M,,. Das duflere Biegemoment M,, entspricht dabei dem resultie-
renden Moment der inneren Spannungen o(y) um den Flachenschwerpunkt (Analog zum
Kapitel Torsion!).

Der Zusammenhang zwischen Moment Mj, und Normalspannungen o(y) ist dann

be:/a(y)-ydA=/E-e<y>-ydA=/E-cg-y-ydA:E-cg-/deAz%-Jm (13)

dabei ist I, das Fliachentrdgheitsmoment bezogen auf das Schwerpunkt-Koordinatensystem.

I, = / y? dA (14)

Umstellen nach den Normalspannungen liefert dann den Zusammenhang

o Mbaz
B I:c:v

o(y) -y (15)

Mit dem Hooke’schen Gesetz gilt fiir die Dehnungen dann
U(y) _ sz Mbm

= e = = . B = 1
ey)=Cery=— 5.V T (16)
Das Widerstandsmoment W, der Struktur gegen die Biegebelastung ergibt sich aus
[$1L’
W, = (17)
max y|
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Wodurch die maximale Beanspruchung bei reiner Biegung definiert werden kann iiber

(18)

Umax

M, bx
W,

Wird der Trager durch eine Kombination aus Léangskraft und Biegemoment belastet, so
werden die Spannungen superponiert und es gilt

o F Mba:

o(y) At (19)
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8.3.1 Einschub: Flachentragheitsmomente

Die Flachentrigheitsmomente werden auch als Flachenmomente 2. Ordnung bezeichnet.
Werden die Flachentrigheitsmomente auf das x — y—Koordinatensystem im Fléachenschwer-
punkt bezogen, so gilt

L, = / y? dA (20)
I, = /x2 dA (21)

Ixy:—/x-ydA (22)

I, und I, werden als axiale Flachentrigheitsmomente bezeichnet, I,, als Deviations-
oder Zentrifugalmoment. Die Fliachentrigheitsmomente sind fiir einfache Geometrien tabel-
liert und konnen der Formelsammlung entnommen werden.

Die Transformation von einem (x — y—)Flachenschwerpunktsystem zu einem beliebigen par-
allelen (nicht-gedrehten) (z — y—)Koordinatensystem wird mit dem Satz von Steiner durch
Einfithrung von Steiner-Gliedern durchgefiihrt. Es gilt

Iy = Iy +75- A (23)
]fgj - Ixy - ngS <A (25)

wobei (25, ys) den Koordinaten des Flachenschwerpunkts im parallelen (Z—g—)Koordinatensystem
entsprechen.

Beispiel
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8.4 Differentialgleichung der elastischen Linie

Biegt sich ein Tréger unter Belastung durch, so kann die Verschiebung in y-Richtung u, iiber
die Balkenlédngskoordinaten z bestimmt werden. Der entsprechende Verlauf wird als Biegelinie
oder auch elastische Linie bezeichnet und durch v(z) beschrieben. Die Biegelinie kann dabei
aus den SchnittgroBenverlaufen hergeleitet werden.

v(z) beschreibt dabei die Durchbiegung an der Stelle z, v!(2) beschreibt die Neigung der
Biegelinie. vV entspricht dabei der 4. Ableitung von v(z) nach z.

EI'Y = ¢(2)
Elv™ = Fo(z) = [q(z)dz+C4
EIUII = —Mb(Z) = fFQ(Z) dz + CQ (26)
EIUI = f —Mb(Z) dz + Cg
Elv = [Elv(z) dz+ Cy

Um die Differentialgleichung der Biegelinie EFTv(z) mit den unbekannten Konstanten C1, ..., Cy
zu 16sen, werden die geometrischen und statischen Randbedingungen des Systems be-
nutzt. An jedem Balkenrand miissen dafiir mindestens 2 Randbedingungen bekannt sein. Fiir
die gingigsten Lager sind jeweils 2 Randbedingungen in der nachfolgenden Tabelle angegeben.

10
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System I \ ?£|[>| 2
A AR

A\

1. Randbedingung

2. Randbedingung

Fiir die Losung der Aufgaben wird folgendes Vorgehen empfohlen
1. Freischnitt und Gleichgewichtsbedingungen aufstellen

2. SchnittgroBenverldufe Fiy und M, bestimmen
3. Gleichungssystem der elastischen Linie (Biegelinie) aufstellen

4. Aufstellen der Rand- und Ubergangsbedingungen (fiir den Ubergang zwischen 2 Teilbe-
reichen)

5. Losen

Beispiel 1

11
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Beispiel 2
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