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2 X Lineare Interpolation auf Dreiecken
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Gegeben seien die Datentupel (x;,¥;), (x;,¥;), (xx, ) und sei x ein Punkt innerhalb
eines Dreiecks C(x;, x;, xi). Punkt x lasst sich als Linearkombination

X = Aixi + /’{]XJ + /1ka
ausdrucken, gleiches gilt fur den unbekannten Messwert am Punkt x:

fQ) = Aiyi + Ay + Ay

X
1 A‘r
percentred = — = ij
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Lineare Interpolation auf Dreiecken
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Gegeben seien die Datentupel (x;,¥;), (x;,¥;), (xx, i) und sei x ein Punkt innerhalb
eines Dreiecks C(x;, x;, x;). Punkt x lasst sich als Linearkombination

X = /L-xl- + A]X] + Akxk
ausdricken, gleiches gilt fir den unbekannten Messwert am Punkt x:

f) = Ly + 4y + Ay

Die Koeffizienten / Gewichte werden als baryzentrische Koodinaten von x (in 2D). Seien die
Koordinaten von x = (x(M, x®) | dann kénnen die Koeffizienten wie folgt ausgedriickt werden

L7 det(A) 7™ det(A) ’ k7 det(4)
mit den Matrizen
xi(l) xj(l) x,(cl) x (D xj(l) x,gl) xi(l) x@ x,il) xi(l) xj(l) x@
A= ,@ xj(Z) <@ | A= | @ x]@ x@ [ A= @ @ @ A= | @ xj(Z) @
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Lineare Interpolation auf Dreiecken

Gegeben seien die Datentupel (x;,¥;), (x;,¥;), (xx, ) und sei x ein Punkt innerhalb
eines Dreiecks C(x;, x;, xi). Punkt x lasst sich als Linearkombination

X = /1ixl- + A]X] + /1ka
ausdricken, gleiches gilt fir den unbekannten Messwert am Punkt x:

fQ) = Aiyi + Ay + Ay
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Lineare Interpolation auf Dreiecken

Gegeben seien die Datentupel (x;,¥;), (x;,¥;), (xx, ) und sei x ein Punkt innerhalb
eines Dreiecks C(x;, x;, xi). Punkt x lasst sich als Linearkombination

X = /1ixl- + A]X] + /1ka
ausdricken, gleiches gilt fir den unbekannten Messwert am Punkt x:

fQ) = Aiyi + Ay + Ay

Eigenschaften:
*  f(x) ist kontinuierlich
« Auf Dreieckskanten nicht stetig differenzierbar
» lokaler Interpolator der nur
(x;y:), (x5, ¥j), (xi, yi) berucksichtigt,
wenn x € C(x;, xj, Xi)
» Extrapolation ist konzeptuell NICHT maoglich
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Seien die Messwerte y; ; auf einem Punktgitter Q; ; € R?
O R, 0s gegeben. Der unbekannte Wert an einem Punkt
4 R S AR ¢ P = (x,y@) innerhalb eines Gitterelements
: i »Qis1j» Qi i+1, Qi1 741 kann wie folgt vorhergesagt werden:
| b ' Qij» Qi+1,j Qijer Qirrjss K ie folgt vorh t werd
Y peemedeemeeeenns Tt B
2 _ (2 2 _.@
X X X X .
2 _TLj+1 L,
fGx2) =5 fui t @ fum
Xij+1 ~ i Lj+1 X
yilo- ;Q_I_I _______ ;_R_% _____________ ;_Q?I_ mit
| ' ' D (1)
X1 X X2  Xiv1j x x® — Xij
Jii = ~m @Yt D (D) Vit
Xiv1,j = Xij i+1j ~ Xij
x(l) —x@ (D — x(l)
_ i+l )
fi,j+1 NEY) (1) Vi,j+1 + (1) (D Yi+1,j+1
Xiv1,j T Xij Xiv1j T Xij
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bilinear

yolod@2  GRe Q2

ylod N

il +Q_l_1 _______ R +_Q?1_

X1 )'( X2

00 0.2 04 06 08 1.0
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2 X E Bilinear Interpolation
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bilinear

yolod@2  GRe Q2
ylod N
il +Q_l_1 _______ R +_Q?1_

X1 )l( X2

Eigenschaften:

* f(x) ist kontinuierlich
« auf Gitterkanten nicht differenzierbar 0 1 2 3 4
» Lokaler Interpolator, der sich nur auf

(xi¥ii) (Xiv1jo Vier ), 0.0 0.2 04 06 08 1.0

(i 41, Vij1) (Xiw1 41 Viesj+1)
bezieht, wenn x innerhalb dieses Gitterelements ist

«  Extrapolation ist konzeptionell nicht mdglich
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Nearest Neighbour vs Lin. Interp. auf Dreiecken
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Gitter-freie Interpolation
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- Inverse distance weighting (IDW)
- Polynom Interpolation

- Splines und Radial Basis Functions
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Gitter-freie Interpolation
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- Inverse distance weighting (IDW)

—Polynom-Interpolation-Polynom Approximation

- Splines und Radial Basis Functions
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5 i % Inverse Distance Weighting (IDW)

Annahme: Der Wert an einem beliebigen Punkt hangt nur vom Abstand zu den
Datenpunkten ab.

Gegeben seien Tupel (x;,y;);i =1, ..., N; x; € R™. Der unbekannte Wert f(x) an einem
beliebigen Punkt x € R" lasst sich vorhersagen mit:

_ €V=1Ai(x)}’i
fo) = Zﬁvz1li(x)

Mit

1

ﬂi(X) = m

Shepard's interpolation in 1 dimension: p=2

5 ...|® ® Samples ||
— IDW
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Annahme: Der Wert an einem beliebigen Punkt hangt nur vom Abstand zu den
Datenpunkten ab.

Gegeben seien Tupel (x;,y;);i =1, ..., N; x; € R™. Der unbekannte Wert f(x) an einem
beliebigen Punkt x € R" lasst sich vorhersagen mit:

?’:1 Ai(x)y;

flx) =
Z?I:ﬂli(x)
Mit
2 = —
= | — x;|P°
Oder alternativ:
1
|x—xi|p 1

fO) = Xty 4:(0)y; mit 4;(x) = N T T Ty el
]=1|x—xj|p 1+2j=1'j¢i_|x—xl-|p
]

zum Vermeiden des globalen Vorfaktoren ...
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5 i % Inverse Distance Weighting (IDW)

1
x—x;|P
f(x) = Iiv=1 Al(x)yl m|t AL(X) = ZNl lll = 1

I T M

lllustration of weight function \; for various = € [0,1]? with parameter k = 2.
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5 i % Inverse Distance Weighting (IDW)
e g

Gegeben seien Tupel (x;,y;);i =1, ..., N; x; € R™. Der unbekannte Wert f(x) an einem
beliebigen Punkt x € R" lasst sich vorhersagen mit:

_ ?':1 A () y;
fe) = Zlivz1/1i(x)
Mit
1 B 1
i(x) = —|X —x P

Einfluss des Exponenten p als Lokalisierungsparameter:

P =1 p =2 p =4 p = 16

LOQoOoo0o0
I R I T T T
= B CTE0 N 00 D
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Gegeben seien Tupel (x;,y;);i =1, ..., N; x; € R™. Der unbekannte Wert f(x) an einem
beliebigen Punkt x € R" lasst sich vorhersagen mit:

_ %V:1Ai(x))’i
fo) = IiV:1/1i(x)
Mit
1 _ 1

Eigenschaften:

*  f(x) ist kontinuierlich;

* Globaler Interpolator, welcher alle Daten bertcksichtigt;

« Gewichte hangen rein Punktabstand zw. Interpolations- und Datenpunkten ab;

« Extrapolation ist konzeptionell moglich, aber fur
Iiv=1 Vi
N

|x = x;| 5> 0 Vi= f(x) =
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Polynom Interpolation
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Annahme: Der unbekannte Wert an einem beliebigen Punkt lasst sich Uber eine
Polynomfunktion f(x) = Y7, A;x' vorhersagen.

Gegeben seien Tupel (x;,v;);i = 1,..,N;x; € R™. Sei f(x) = ¥, 4;x* ein Polynom vom
Grad m = N — 1, dann kann man die Koeffizienten A, ..., Ay_; € R so wahlen, dass

f(x) = yi.

Um die Koeffizienten A, ..., 4,,, zu finden, muss folgendes Gleichungssystem gelost werden:

MA =y
mitA = (A9, ... 1,)T, y = (¥4, ..., yy) UNd
1 x; x% - x®
m=|1 % ox oo
1 xy x% o Af
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Annar______ ™ _ . 0o & \ANT_ ¢ o Nt YLt e L
Polyn 5000 : : : : : : : : :
Gege
Grad 00T
3000
Umd 2000 - en:
1000 |
mit A
D -
-1000 | .
-2000 : ' : : ' : ' : :
5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Interpolationspolynom fir N = 12 Datenpunkte und Gradm =N —1 = 11.
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Polynom Approximation
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Annahme: Der unbekannte Wert an einem beliebigen Punkt lasst sich Uber eine
Polynomfunktion f(x) = X:I", A;x" vorhersagen.

Gegeben seien Tupel (x;,y,);i =1,..,N; x; € R* und sei f(x) = ¥, A;x* ein Polynom
vom Grad m. Die Oszillation des Polynoms auf3erhalb der Daten kann dadurch reduziert
werden, wenn der Grad m < N — 1 gewahlt wird. Die Koeffizienten kdnnen nur noch so
gewahlt werden, dass sie

min S {fG) -l

Am

minimieren. Dieses Verfahren wird als Approximation (nicht-exakte Interpolation)
bezeichnet, weil im Allgemeinen f(x;) = y; Vi NICHT erreicht werden kann.
Es gilt nur noch

f(xi) = y; Vi

Eigenschaften:

*  f(x) ist ein Polynom vom Grad m (d.h. kontinuierlich und m-mal stetig differenzierbar)
» globaler Interpolator der alle (x;, y;) mit 1 < i < N berucksichtigt

* fUrm « N — 1: Approximations-Polynom f(x;) = y; mit1 <i < N

« Extrapolation ist konzeptionell moglich
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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und

deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.
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Splines 1-D
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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und
deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.

Ein Beispiel fur die Element von SPy ,, sind so genannte verschrénkte (truncated) Polynome:

(x (x — p;)" falls x = p;,
~P)Y = 0, sonst

Truncated polynomial (x -pi)f
250 T T T T

200

150 |

100

50
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Splines 1-D
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Ein Spline von Grad n ist eine Funktion, die fir eine gegebene Menge Knoten P = {x,, ...,xy} € R
uber jedem offenen Intervall (x;, x;11), (x;,, ) und (—o0, x;) einem Polynom vom Grad n entspricht und
deren Ableitungen auf den Knoten x4, ..., x5 bis zum Grad n — 1 stetig sind.

Der Raum aller Funktionen, die diesen Spline-Eigenschaften entsprechen, wird als SP ,, bezeichnet.

Ein Beispiel fur die Element von SPy ,, sind so genannte verschrénkte (truncated) Polynome:

(x (x — p;)" falls x = p;,
~P)Y = 0, sonst

Die n-te Ableitung S™ eines Splines aus SP; ,, fuhrt zu einer Stufenfunktion mit Spriingen an x;.
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1

Ein Spline S kann daher wie folgt ausgedruckt werden:

N n
S = D M=+ D Ay
i=1 =0

Die Gewichte 44, ..., 1, y+1 Werden Uber ein lineares Gleichungssystem bestimmt, ahnlich der
Polynom-Interpolation / -approximation,
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Die Dimension von SPp ,, ist
dim(SPp,) =n+ N + 1,

dies kann wie folgt interpretiert werden: Auf jedem Intervall (x;, x;,,) liegen n + 1 Freiheitsgrade.
Durch die Ableitungsbedingung an den Knoten geht dort ein n Freiheitsgrade verloren:

dim(SPp,) = (N+1)(n+1)—nN=n+N+1

Ein Spline S kann daher wie folgt ausgedruckt werden:

N n
S = D M=+ D Ay
i=1 =0

Die Gewichte 44, ..., 1, y+1 Werden Uber ein lineares Gleichungssystem bestimmt, ahnlich der
Polynom-Interpolation / -approximation.

Zumeist liegen nur ein Messwert y; pro Knoten x; und damit nur N Randbedingungen vor. Um das
0.g. Problem I6sen zu konnen, werden n + 1 zusatzliche Randbedingungen bendtigt. Im Fall von
n = 2m — 1 konnten diese z.B. sein:

S®(x) =85O (x)=0k=m,..,.n—1
Splines, die diese Bedingung erflullen werden als natlirliche Splines bezeichnet, der zugehorige
Raum SPNp ,,.
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Warum sind Splines so nutzlich?
Liegen die Werte y; an den Punkten x; miti = 1, ..., N vor, so gilt fir den Spline S € SPNp ,, der
Sx)=yii=1..,N

interpoliert, dass er folgenden Ausdruck minimiert:

min ijlf"(x)lzdx

f interpolates p J,,
(Minimierung der n-ten Ableitung der Interpolationsfunktion).

Diese Splines werden auch als kubische Splines bezeichnet und kombinieren den einfachen
Charakter von Polynominterpolation mit zusatzlicher Stabilitat und geringerer Oszillation.
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Warum sind Splines so nutzlich?
Liegen die Werte y; an den Punkten x; miti = 1, ..., N vor, so gilt fir den Spline S € SPNp ,, der
Sx)=yii=1..,N

interpoliert, dass er folgenden Ausdruck minimiert:

min ijlf"(x)lzdx

f interpolates p J,,
(Minimierung der n-ten Ableitung der Interpolationsfunktion).

Diese Splines werden auch als kubische Splines bezeichnet und kombinieren den einfachen
Charakter von Polynominterpolation mit zusatzlicher Stabilitat und geringerer Oszillation.

Eigenschaften:

*  f(x) ist kontinuierlich und min. n — 1-mal stetig differenzierbar

* Globaler Interpolator

« Extrapolation ist konzeptuell moglich (hier konnen dann aber Oszillationen auftreten)
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