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Losung - Optimierung eines Reaktorsystems

Theoretische Grundlagen

lagrangesche Multiplikatoren

Optimierungsprobleme mit Gleichungsbedingungen lassen sich mit Hilfe des sogenannten la-
grangeschen Multiplikators in unbeschrankte Optimierungsprobleme umformen. Dazu wer-
den die Zielfunktion Z und die Gleichungsbedingung g wie folgt zur LAGRANGE'schen Funktion
verknupft:

L) =Z () +Ag ) (1)

Numerische Lésungsverfahren

Einsetzverfahren Die Iterationsvorschrift dient der Losung von Gleichungen der Form

und lautet

und lautet:




Aufgaben

Vorbereitung

Zunachst konnen folgende wichtige Kenndaten aus der Aufgabenstellung entnommen wer-
den:

Reaktion E —— Z ist erster Ordnung
volumenbestandig

isotherm

Reaktionsgeschwindigkeitskonstante: k = 0,5h™"
Volumenstrom des Ausgangsstoffes: V = 4m3h"
Reaktorvolumina: Vrg = 4m?3, Vec = 12m?3

Modellgleichung des einfachen Ruhrkesselreaktors

Da die Prozessgruppe C besteht nur aus einem Reaktor, betrachten wir zunachst diese, um
das Modell eines Einzelreaktors herzuleiten. Fur die Stoffmengenbilanz fur den Stoff E im
stationaren Zustand gilt:
dNE,C
dt
Hier Ngs und /\/56 sind zuflieBende und abflieende Stoffstrome, Re Vi ¢ bezeichnet Stoffmen-

genanderung infolge der chemischen Reaktion. Diese Gleichung lasst sich entsprechend um-
formen durch Einsetzen der Stoffmengenanderungsgeschwindigkeit Rg. Es gilt:

=0 = Ngs-Ngg +Re Vrc (6)

Re = Ver (7)

mit dem Stochiometriekoeffizienten des Eduktes vg, der im Fall der vorgegebenen Reaktion
gleich -1 ist. Die Reaktionsrate r der Reaktion erster Ordnung ist:

r=kece (8)

Da die Reaktoren isoterm betrieben werden, bleibt die Reaktionsgeschwindigkeit konstant.
Aus der Annahme Volumenbestandigkeit folgt Vg = Vs. Der austretende Strom besitzt die
Eigenschaften des Reaktionsraum cgg = cgc. Damit gilt:

0=ces Vs —Cep Vs —k Ces Vre 9)
Durch Umstellen ergibt sich:
CE6 (VS + K VR,C) = Ce5 Vs (10)
Daraus folgt wiederum:
Ceo _ | o _ RC
G~ 1L mit 1c = V. (11)




Modellgleichungen der Ruhrkesselkaskade

Zunachst sind wiederum die Stoffbilanzen fur den Ausgangsstoff E aufzustellen. Es gilt
Vrg = VrB1 = VRB2 = VRg3:

dn : :

dEt'Bq =0=Ng1-Ng2+Regt Vri (12)
dn . :

dEt'BZ =0=Ng2-Ng3+Reg2 Vri (13)
anN . .

5 = 0=Nes~Nea+ Reps Vre (14)

Diese lassen sich analog zum einfachen Ruhrkesselreaktor wie folgt umformen:

0=ceq Vi-Ceo Vy—kceo Vrg (15)

0=cgrVi-Ces Vi —kces Vig (16)

0=ce3Vi-CeaVi—kcesa Vip (17)

Durch Umstellen und Einfuhrung der Verweilzeit 15 = % folgt
1

Cg2 1
ST 1
CE,1 T+kts (18)
Cg3 1
B3 _ 19
Cg2 T+kts (19
Cea 1
B4 _ 20
Cg3 1+k1g 20)
FUr die Gesamtubertragungsfunktion gilt:
2 1)
CE1 (1+ k ) Vi

Daraus lasst sich eine Berechnungvorschrift fur eine Ruhrkesselreaktorkaskade aus n Reak-
toren mit gleichem Volumen Vi entsprechend den in der Aufgabenstellung gegebenen Vere-
infachungen ableiten.

Cn 1 1 .
Co 143 n k VRges n 8
(et [ree %]
Formulierung des Optimierungsproblems
Es gilt die Komponentenbilanz: . . _
0= Ng4+Nege-Neg7z (23)

Laut der Aufgabe soll der aus dem System stromende Stoffmengenstrom des Eduktes E min-
imiert werden. Daraus folgt:

Ne7 = Cea Vi +Cep Vs (24)
Mit cgo = Cg1 = Cg 5 resultiert die Zielfunktion:
CE0 - CEo
75 = ! Vi + V. 25
(1+ktg)’ YTk (25)



Die Konzentration im Eduktstrom cg g lasst sich kurzen, da dieser Wert eine positive Konstante
ist. Der Wert dieser Konstante hat also keinen Einfluss auf die Losung des Problems, wobei
eine optimale Stromaufteilunge gesucht wird.

1 : 1

Vq + V 26
(1+/<TB)3W Tk (26)

oder nach Einsatz von beiden Verweilzeiten:

- Vi S+ \fVRC (27)
V ZRC
(1 +k —\;B) T+ Vs

Die Losung muss die Gleichungsbedingung fur die Volumenstrome erfullen:

0=Vo-V;-Vs (28)

Zusatzlich gelten:
Vv, >0 (29)
Vs >0 (30)

Also das Optimierungsproblem ist zweidimensional mit folgenden unabhangigen Variablen: Vi
und V5. Andere Variablen sind die vorgegebenen Konstanten.

Lésung des Optimierungsproblems

Da es sich um ein Optimierungsproblem mit Nebenbedingungen in Gleichungsform handelt
und beide unabhangigen Variablen grof3er oder gleich null sind, kann die Methode der la-
grangeschen Multiplikatoren angewandt werden, um eine unbeschrankte Problemformulierung
Zu gewinnen. ‘ '
S +2 (Vo= Vr - Vs) (31)
VrB 1+ k Vre
1 +k r— )
% Vs

Durch Anwendung der Quotientenregel (%)' = “VV% erhalt man die notwendigen Bedingun-
gen fur ein Optimum. Dafur finden wir partielle Ableitungen der Lagranschen Funktion nach
jeder unabhangigen Variable.

o : 3 ke
T T e T .
b))
7 v,
oL 1 e
0 52 (33)
o0Vs 1+ k ZRCE (1 kVR,C)
v e
5 Ve
oL :
S _0=Vp-Vy -V 4
B 0=W-Vi-Vs (34)



Durch Umstellen der Gleichungen 32 und 33 nach A erhalt man:

PALL 142 k/RC

0= LA Vs (35)
(1+/<VRB) (1+/<V.R'C)
Vi Vs

Nun ist noch Gl. 34 nach Vs aufzuldsen und einzusetzen:

1+4kf@ 1+2kvhi

1 0~V
0= e o (36)

(1+/<.R'B) (1+/<. RE )

Vi Vo - Vi

Jetzt beinhaltet die Gleichung nur eine Variable und die Losung kann anhand eines numerischen
oder analytischen Losungsverfahren problemlos gefunden werden. Sobald der optimale Wert
fur V4 gefunden ist, setzt man diesen in Gleichung 27 ein, um Vs zu finden.

Numerisches Losen mit Hilfe des Einsetzverfahrens

Auflosen zur Losung nach dem Einsetzverfahren

144 KR8 142 kTRC_
Vi Vo - V4
0= 5 - Y (37)
1+k @ T+k - R'C.
Z Vo - V4
Mit
J1+4kWB
T 142 kRC
( VRB) Vo -V,
Vi
ergibt sich:
K
0=K - 1 (38)
1+ k—1C
Vo - Vj
1 1 +/<\_/VR’CA
_ 0 -V
0= K ra (39)
14 KR _ Ko (40)
VQ - \/q K1
Vo-Vq 1
Kae ~ Ko, @)
Ki
oy s @
—2 1
Ki



Es folgt die Scheinaufldsung:

V= V- L (43)
> | 1+2 k—2C
(/|+/<VR,B) \/?/—V'I _/]
Vi 144 k=28
V1
Aus ihr lasst sich die Iterationsvorschrift fur das Einsetzverfahren ermitteln:
: : kV, ' : :
Vi = Vo - RC Y bis &> ‘Vq/w - \/m‘ (44)
2 |1+ 2k
14k VB,B Vov— Vii 4
Vi, 1+4 k2B
Vi
Wahrend der Iteration ist die Abbruchgenauigkeit € zu berucksichtigen.
Tab. 1: Iterationsschritte bei Einsetzverfahren mit V4 o = 3,5 und Abbruchschranke € = 0,0005
i 1 2 3 4 5 6
Vi 3,5 29676 2,5641 2,4106 2,3829 2,3797
Viwr 29676 25641 2,4106 2,3829 23797 23794
Numerisches Lésen mit Hilfe des newton-Verfahrens
Aus Gleichung 36 resultiert die Abweichung ¢ von der Losung der Gleichung:
1+4/<V;'B 1+2/<\./VR'C\./
Q= y - VO‘ L (45)
(1 " .RB) (1 k RC)
Vi Vo = V4
Zur Losung nach dem newton-Verfahren wird zusatzlich die Ableitung von ¢ bendtigt:
2 2
S 12(/<V_R'B) 2(/<.VR'C. )
T T T o
! \/q('|+/<R'B) (\/0—\/1)(’]+/<R’C)
Vi Vo - V4
Es folgt die Iterationsvorschrift nach dem newton-Verfahren:
: : ¥ V1,i) , 4 .
Vi =Vai - ‘ bis &> 'Vym - \/1,1’ 47)
@ (V1,i)




Tab. 2: Iterationsschritte bei newton-Verfahren mit V4 o = 3,5 und Abbruchschranke ¢ = 0,0005

i 1 2 3

Vi 3,5 24686 2,3795
Viw 24686 23795 23793

Ergebnis der numerischen Berechnung mit ausreichender Genauigkeit

Das Ergebnis des Optimierungsproblems lautet:

Viept = 23793m>h"
\‘/5ropt = 1,6207 m3 h_1
Z = 0,7263



