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3D Geomodellierung

/. Skua-Gocad — Modellkonzept, Constraints
und DSI




= Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskretes topologisches Modell G(Q,N)

Der Ausgangspunkt fir die Beschreibung eines diskreten Modells beruht
auf der Annahme, das die Topologie eines Objektes tUber einen Graph
G(Q, N) approximiert werden kann mit:

e ()ist Menge der M Knoten des Graphen; 0 ={1,2, ..., «, ..., M}

e N bildet Q auf eine Untermenge von () ab, mit

{f € N(a)} & {f kann von «a in s(a) Schritten
erreicht werden}

mit s(a) > 0 (in der Praxiss(a) = 1)




Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskretes topologisches Modell G(Q,N)

* G(Q,N) ist symmetrisch mit
B EN@ < aeN()
.. a und B sind ,nah” zueinander ...

* N(a) wird als ,,Nachbarschaft von a“ bezeichnet und beinhaltet
sowohl den Knoten a und die @ umgebenden Knoten

N(a) ={a, B, B2, ..}

« Das ,Orbit“N°(a) von a:

N°(a) = N(a) — {a} = {B1, Bz, -}
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Topologische Mehrdeutigkeit

* G(Q,N) approximiert nur die Topologie eines realen Objektes.
* Nachbarschaftsoperator N(a) kann beziiglich eines Volumenkorpers
verschiedentlich interpretiert werden = topologische Mehrdeutigkeit

eindeutige Beschreibung des
Objektes.

e Topologische Beschreibung
von zellularen Zerlegungen
dient zur Auflésung der
Mehrdeutigkeit

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Gi . ) ) .
3D Geomodellierung | 2021 Figure 1.4 An example of topologically ambiguous object defined by nodes

* N(a) ist unzureichend fir die L \e—¢ ' _ I
\
|

connectivities only.



Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskontinuitaten zwischen Knoten

Wenn zwischen zwei benachbarten Knoten a und f das Modell eine
,Diskontinuitat” aufweist, kann dies realisiert werden, indem die
topologische Verbindung (Kante in Graph) entfernt wird:

B #N(a)unda + N(B) B e
A

! i
-

(B) |

Figure 1.6 Discontinuities are introduced in the graph G(2, N) by removing
TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinforn  some edges from the networks (A) and (B). In the grid (B), all the edges intersected
3D Geomodellierung | 2021 by geological surfaces (horizons and faults) have been removed.



Modellkonzept in Skua-Gocad

Beispiele fur diskreten Modelle

e Ein geologischer Horizont oder
eine Storung, reprasentiert als
Menge benachbarter Dreiecke

Figure 1.5 Examples of objects approximated by discrete model: (A) Faulted
triangulated geological surface. (B) Set of adjacent tetrahedra filling a geological
layer. (C) Polygonal curves. (D) Faulted curvilinear grid filling a geological layer.
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Beispiele fur diskreten Modelle
e Ein geologischer Horizont oder
eine Storung, reprasentiert als
Menge benachbarter Dreiecke
* Ein geologischer Volumenkorper
diskretisiert Gber Menge an
benachbarten Tetraedern
Figure 1.5 Examples of objects approximated by discrete model: (A) Faulted
triangulated geological surface. (B) Set of adjacent tetrahedra filling a geological
layer. (C) Polygonal curves. (D) Faulted curvilinear grid filling a geological layer.
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Beispiele fur diskreten Modelle
e Ein geologischer Horizont oder
eine Storung, reprasentiert als
Menge benachbarter Dreiecke
* Ein geologischer Volumenkorper
diskretisiert Gber Menge an
benachbarten Tetraedern
* Ein geologischer Schnitt tGber
Polylinen
Figure 1.5 Examples of objects approximated by discrete model: (A) Faulted
triangulated geological surface. (B) Set of adjacent tetrahedra filling a geological
layer. (C) Polygonal curves. (D) Faulted curvilinear grid filling a geological layer.
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Modellkonzept in Skua-Gocad
Beispiele fur diskreten Modelle
e Ein geologischer Horizont oder
eine Storung, reprasentiert als
Menge benachbarter Dreiecke
* Ein geologischer Volumenkorper
diskretisiert Gber Menge an
benachbarten Tetraedern
* Ein geologischer Schnitt tGber
Polylinen
. Geologische Schichten Uber Figure 1.5 Examples of objects approximated by discrete model: (A) Faulted
triangulated geological surface. (B) Set of adjacent tetrahedra filling a geological
regulare Gitter layer. (C) Polygonal curves. (D) Faulted curvilinear grid filling a geological layer.
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskretes topologisches Modell M™(Q, N, ¢, C)

Physikalische Eigenschaften (inkl. Geometrie ) sind im diskreten Modell
G(Q, N) noch nicht berlicksichtigt.

Diese Eigenschaften kdnnen als Serien von numerischen Funktionen,

den Komponenten von ¢, die auf den Knoten von G (£}, N) definiert sind,
modelliert werden:

p(a) = {p'(a), p*(a), ..., 9" (), ..., o™ ()} Va € Q

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskretes topologisches Modell M™(Q, N, ¢, C)

In der Praxis beschreiben 3 Komponenten von @ (a), bezeichnet als
{o*(a), Y (), p?(a)}, die Position des Knoten a im R3.

Die anderen Komponenten entsprechen den physikalischen
Eigenschaften.

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Diskretes topologisches Modell M™(Q, N, ¢, C)

Die Beschreibung eines topologisches Modell M (Q, N, @, C)
umfasst das Tripel aus

* dem Graph G(Q, N),
* den Funktionen @, sowie
* einer Menge von ,Constraints“ C = {cq, Cy, ... }:

M™Q,N,9,C) ={G(Q,N),p,C}

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Constraints C
Die Menge der Constraints C lasst sich in drei Untermengen
C=CZuUC-uc~

Jeder Constraint ¢ € C wurd als linear angenommen und entsprich einer
von drei Formalisierungen mit den Koeffizienten {A}.(a)} und b,:

s (C=: ,soft” Constraint, Gleichheit muss im Sinne von , least squares”
berucksichtig werden

 (C~: ,hard” Constraint, Gleichheit muss exakt berlicksichtig werden

13
e (C~:,hard” Constraint, Ungleicheit muss exakt beriicksichtigt werdn



Modellkonzept in Skua-Gocad

Constraints C

{c € C= erfullt} & z ZA}’(CK) @Y (a) = b,

a€e) v

{c € C~ erfillt} & z zA‘C’(a) - @V(a) = b,

a€e) v

{c € ¢~ erfillt} & Z Z Al(a) - ¥ (a) > b,

a€e) v

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de | 14
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Cross und Simple Constraints

Sei {cec™erfillt} & Y cqXvAb(a) - ¥ (a) X b,
Mit: NE {=,=,>}

Abhangig davon, wie die Koeffizienten {A¢ (a)}, die zu ¢ zugeordnet
werden, definiert sind, wird zwischen ,,cross“ und ,,simple” Constraints
unterschieden.

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de | 15
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Simple Constraints

Seien die Koeffizienten {4} (a)} wie folgt definiert:

vV #EV,
Jv.  Ap(a) =0V &
a € ()

Dann ist ¢ ein so genannter ,,simple” Constraint.

= {c e CMerfillt} & Y ,cq X Ab (@) - @V (a) ™ b, bezieht sich nur
auf eine Komponente @V¢ von ¢.

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de | 16
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Cross Constraints

Seien die Koeffizienten {4} (a)} wie folgt definiert:

V1 *+ Vo V4
A 0

: vV
a, € () Acz (“2) * 0
Dann ist ¢ ein so genannter ,,cross” Constraint.

= ¢ verknlpfte mindestens zwei Komponenten ¢Vt und ¢Vt aus @.

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de | 17
3D Geomodellierung | 2021



;E E Modellkonzept in Skua-Gocad

Beispiel fur Constraints |

In der Praxis, werden die Koeffizienten {A¥.(a)} und b, als Funktionen
der verfigbaren Daten bestimmt.

Sei @ () gleich einem gegebenen Wert qbg am Knoten a kann diese
Information wie folgt in einen Constraint ¢ € C= oder ¢ € C~ umgesetzt

werden:
lwenna = ay &v =n
v _ 0
Ac(a) { 0 sonst
bc — d)g

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Beispiel fur Constraints Il

Sei der Gradient von ¢"gleich einem gegebenen Wert A" (a,, a4)
zwischen den Knoten @y und a; mit @ (ay) — @"(ay) =A" (ay, ay),

kann diese Information wie folgt in einen Constraint ¢ € C= oder ¢ € C~
umgesetzt werden:

lwenna =ay&v=n
Al(a) ={—1wenna =a; &v=rn
0 sonst
be =A" (ap, ay)

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Modellkonzept in Skua-Gocad

Beispiel fur Constraints Il

Gegeben sein ein Knoten ay mit {@*(ay), ¥ (ay), p?(ay)}. Dieser soll auf einer
Ebene P(p, n) liegen, mit Ebenen-Punkt p = (p*, p”, p?) und Normalenvektor
n = (n*,nY,n%). Dann gilt

@*(ag) - n* + @Y (ag) - n + ¢*(ap) - n* = p* - n* +p¥-n’ +p*-n”
0 0

kann diese Information wie folgt in einen Constraint ¢ € C= oder ¢ € C~
umgesetzt werden:

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
3D Geomodellierung | 2021

20



S8
2 X % Modellkonzept in Skua-Gocad
< O

Beispiel fur Constraints Il

|
=

,
n*wenna =ay &v =
nY wenna = ay & v
n“wenna =a,&v =z
\ 0 sonst

b, =p* -n*+p’ -nY+p”-n?

|
=

Al (a) =«

Es handelt in diesem Fall um einen ,,cross” Constraint.

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de | 21
3D Geomodellierung | 2021



Modellkonzept in Skua-Gocad

Beispiel fur Constraints IV

Zuordnung der Wahrscheinlichkeiten {@(ay), % (ay), ..., o™ (ay)} dass Knoten
Qg zu einer lithologischen Fazies Fj, ..., F;, mit

n
0<¢V< LZ 1<p"(a0) = 1.
V=

Dann kann diese Information wie folgt in einen ,cross” Constraint ¢ € C= oder
c € C~ umgesetzt werden:

0 sonst
b, =1

AY(a) = {1 wenn a =

TU Bergakademie Freiberg | Institut fir Geophysik und Geoinformatik | Dr. Peter Menzel | Peter.Menzel@geophysik.tu-freiberg.de |
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Take-home questions:

1. Warum wird bei der Beschreibung von Constraints auf die

Definition von ,soften” Constraints bezuglich Ungleichheit
verzichtet?

2. Wie lassen sich die bekannten Koordinaten fur einen Knoten durch
einen Constraint ausdricken.

3. Ein gegebener Datenpunkt (p, ¢(p)) entspricht keinem gegebenen

o*(a) # p*
Knoten mit Va € Q:{ ¢ (a) # p”

p*(a) #+ p*

Wie konnte er als Constraint ausgedriickt werden.
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Rauheit einer Funktion ¢

Konzeptionell ist jede Funktion ¢V ,glatt, wenn @V(B) ,nah“ an ¢V (a) fir
alle B € N(a).

Die Glattheit (smoothness) oder Rauheit (roughness) einer Funktion kann Gber
die 2. Ableitung gemessen werden (Reprasentation der ,,Biegungsenegrie”, siehe

Theorie zu Splines)
2

d*¢p(x)
dx?

lokal an Punkt x: R(@|x) =

global: R(¢) = [, u(x) (|x) dx

mit einer lokalen ,,Steifigkeit“ u(x) > 0,vx € D.

25



Lokale Rauheit R(¢@|x) von ¢
Sei

px =D +ox+1)
> :

P(x) =

d?p(x)
dx?

dann lasst sich uber finite Differenzen approximieren mit

d*(x)
dx?

=2-{p) —px)}={1-p(x—1) +1-p(x+1)}—2¢().

26



d? 2
Rlgl) =[5 ~ 4l(e)-#@) = Rlele)
AQO
() T e Local Roughness
p(z) at location x

Figure 1.8 Local roughness R(p|x) of spline curve p(z) at node z is proportional
to square of length of segment |¢o(z) — @(z)].
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Lokale Rauheit R(¢@|x) von ¢

Fir jedes a € () lasst sich die lokale Rauheit R(¢|a) tiber

R(pla) =

U(C(, :B) ’ (p(ﬁ)‘
PEN ()

ausdriucken mit z.B.

0
oiapy = {7 £

28

*bei [N°(a)|=2; eine andere Wahl von v(a, B) ist méglich
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TU

Globale Rauheit R(¢) von ¢
Sei
R(p) = ) u(@)-R(ple)

a€el)
mit

> v@h) e®)
BEN(a)

R(pla) =

Dann approximiert R(¢) die globale Rauheit R(¢)

R(p) = R(9).

2
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Discrete Smooth Interpolation (DSI)
Die Minimierung von R(¢) oder R(¢) fiir zu dquivalenten Ergebnissen.

Diese Erkenntnis stellt die Ausgangsiiberlegung zu DSI dar.

30



Discrete Smooth Interpolation (DSI)
Gegeben sei ein diskretes Modell M'1(Q, N, ¢, C) mit einer Eigenschaft ¢ = ;.
Q lasst sich in zwei Untermengen L und I mit 0 = L U I aufteilen:

e L umfasst alle Knoten [ € Q) an denen ¢(l) bekannt ist = ,,Control-Nodes”
* [ umfasst alle Knoten i € 2 mit unbekanntem (i)

L ist verkniipft mit einer Untermenge C’ an ,hard“ Constraints C=:

Ac(“) = {1,6( -

0, sonst
b, = bekannter Wert an (1)

l el < 3c € CL:

31




Discrete Smooth Interpolation (DSI)

Das Ziel ist die Bestimmung von {¢(i):i € I}, so dass folgende Bedingungen
erfullt sind:

* ¢ ist,so glatt wie moglich” auf G(Q, N);
* Die Kontrollwerte {¢(1): [ € L} werden exakt abgebildet;

« Jeder Constraint ¢ € C= wird ,,so gut wie moglich” abgebildet;

32



Das DSI Problem

Um dieses Ziel zu erreichen, kann man die lokale Rauheit R(¢|a) von ¢ in der
Nachbarschaft N(a) UND die Abweichung* p(¢, c¢) fir jeden Constraint
c € C= wie folgt bestimmen:

2
R(pla) = v(a,B) - ¢(B)
BEN(a)
2
p(0,0) = | D Ac(@) - (@) = b,
ael)

*degree of violation
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Das DSI Problem

Gesucht ist Funktion @, welche das ,,generalisierte Rauheitskriterium” R*({) mit

RU@) = ) @ R@la)+ (@ @) ) @ plol)

ae) CEC=
minimiert.

* u(a) > 0 gegebene ,Steifigkeit” zur Wichtung der lokalen Rauheit R (¢|a)

» {w,} positive , Zuverlassigkeitsfaktoren” zur relativen Gewichtung der einzelnen
Constraints untereinander

* (¢ - w) ,Ausgleichsfaktor” zwischen Rauheit und Constraints
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Das DSI Problem

Die Funktion @, welche R*({) minimiert, existiert und ist eindeutig, wenn:

1. L#0 Bedingungen 1-3 sind ausreichend
(sufficient), um Existenz und Eindeutigkeit
5 { v(a,B) >0,VB € N%(a) zu gewahrleisten, aber nicht unbedingt
- v, @) = = Xgenoe V@, B) notwendig.

3 u(a) > 0,va € Q
' w. > 0,Vc

35



Die DSI Losung

Sei @, ein Spaltenvektor der Lange |I|*, die Vektorelemente entsprechen den
noch unbekannten Werten {@(i):i € I} mit

[ @(i1)]
‘P(.l'z)

P

_<P(l:|1|)_

*Anzahl der Elemente in Menge | 36



Die DSI L6sung - R*(¢p)

R*() T

Das ,generalisierte
Rauheitskriterium® R*(¢) ist dabei
eine positive, quadratische
Funktion von |I| Variablen

{9(i1), 9(iz), .., (i)}, welche
iiber ein Paraboloid im Raum RI/I+1
reprasentiert werden kann:

| I |-dimensional space of
all possible solutions (pl

4

Figure 1.9 Generalized global roughness R*(yp) is a quadratic function of
{(1),9(2),...,(M)}. At each iteration of the DSI algorithm, a subset ¢r of
the components of the function ¢ is updated in such a way that this generalized
global roughness decreases.



Die DSI Losung

Die Losung ¢ des DSI Problems entsprich dabei dem
Minimum der Funktion R*(¢),

welches Uber folgendes Optimalitatskriterium charakterisiert werden kann:

R (¢) _OR(p) _ ~_OR(9)
dp(iy)  09(iy) o(in)

*Anzahl der Elemente in Menge |
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Die DSI Losung

Fir jeden Knoten a € () kann das Optimalitatskriterium durch die so genannte
,lokale DSI-Gleichung” iterativ erflillt werden:

G(alp™) + (@) - alp™)
9@+ (¢ @) 7@

(pl(a) = — Va,l>0

39



Die DSI Losung

Uber diese Gleichung kann ein cpi(a) durch Adaption einer bekannten Losung
fir @'~ 1(a) bestimmt werden

G(a|<pi‘1) und g(a) beschreiben den Einfluss der globalen Rauheit
> Beide Termine hdngen ab von: u(B), v(B, ®)VB € N(a)

F(a|<pi_1) und y(a) bewirken die Minimierung der Abweichung von den
Constraints
> Beide Termine hangen ab von: A.(a),A.(B8),b.VB € Q,c € C

G(a|p'™1) und T'(a|p'™1) hangen zusitzlich vom aktuell bekannten ¢'~1 ab

(¢ - @) Ausgleichfaktor zwischen Rauheit und Constraints

40



Die generalisierte DSI L6sung

In der Praxis ist @ (a) selten skalar, sondern umfasst mehrere Komponenten,
welche Uber ,Cross-Constraints” verkntpft sein konnen:

'gol'(a)'

p(a) = 90”:(0!) ,Va € Q

_¢"ka)_

Lokale Rauheit R(¢|a) und die Abweichung p(¢, ¢) miissen diesbeziglich
modifiziert werden:



Die generalisierte DSI L6sung

R(pla) =zrv-

v

2
v (2, B) qovw)‘

BEN()

1, > 0: relative Gewichtung der Komponenten

2

> @ ¢ (@ - b

a€e) v

p(p,c) =




Die generalisierte DSI L6sung

Die lokale DSI-Gleichung zum Anpassung einer Komponente ¢V (@):

G"(alp) + (¢ - @) - TV(alp)
9" (@) + (¢ @) y(a)

¢¥(a) = —

Quasi identisch zum Fall mit nur einer Komponente

I'V(a|e) muss im Fall von ,,Cross-Constraints” angepasst werden, um die
beteiligten Komponenten zu berlcksichtigen.
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Vorrausetzungen fur eine Anwendung von DSI

1. Der Graph G(Q, N) muss existieren.
» Triangulierte Flache.

2. Die Koeffizienten v(S, a), B € N(a), Va € Q missen bekannt sein.
» Mald zur Bestimmung der Rauheit.

3. Eine Startldsung @°(a) Ya € Q muss bekannt sein.
> Mittelwert/Medium-Plane

4. Eine Menge an Constraints C muss fur Va € () und ¢ gegeben sein.

44

= Das diskrete Modell M (Q, N, ¢°, €) muss VOR der Interpolation bekannt sein.



Die globale DSI Gleichung

DSI lasst sich auch nicht-iterativ anwenden, dabei wird das optimale ¢ (a) direkt
aus dem bekannten Startwert ¢°(a) bestimmt.

Dafiir muss ein sehr grolRes, aber schwach besetztes (sparse) Gleichungssystem
gelost werden:
(Wil - @ = ¢y
mity; = Qf — [WL] - ¢,

n: Anzahl der Komponenten von @

[W;7]: quadratische, schwach besetzte Matrix der Dimensionn - [I| X n - |I|
[W;1]: schwach besetzte Matrix der Dimensionn - |I| X n - |L]

Q;: schwach besetzter Vektor der Dimensionn - |I| X 1



Die globale DSI Gleichung
Wi Wi
W Wi
Koeffizienten vV(B,a), € N(a),Va € Qund AY(a) Va € Q,c € C

e Matrix [W*] = ] ist abhangig von den

* Vektor Q* = g{“] ist abhéngig von A (a),b.Va € Q,c € C
L

» Die globale DSI-Gleichung fiihrt zum gleichen Ergebnis wie die lokale DSI-
Gleichung mit i — oo Iterationen!
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Take-home questions:
1. Wie geht der Abstand der Knoten zueinander in das DSI Ergebnis ein?

2. Angenommen, es existieren keine ,Controll-Nodes” (L = @) und es sind
keine weiteren Constraints gesetzt. Wie verandert sich das
Gleichungssystem flr die globale DSI-Gleichung und was bedeutet
dies praktisch fir das Interpolationsergebnis?

Institut fir Geophysik und Geoinformatik
Dr. Peter Menzel
Gustav-Zeuner-Str. 12

09599 Freiberg
Tel. +49(0)3731 39-3815




Literatur
Mallet, Jean-Laurent (2002) Geomodelling. Oxford University Press.

Institut fir Geophysik und Geoinformatik
Dr. Peter Menzel
Gustav-Zeuner-Str. 12

09599 Freiberg
Tel. +49(0)3731 39-3815




