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9. Ubung: Algebraische Strukturen (Musterlésung)

Aufgabe 1

Zeigen Sie, dass (Z, o) mit der Operation aob := a+b—ab eine Halbgruppe ist. Gibt es ein neutrales
Element? Falls ja, welche Elemente besitzen Inverse?

Lésung:
Wiederholung: Halbgruppe, neutrales Element, Inverse.

Wir verifizieren die Halbgruppeneigenschaften: Abgeschlossenheit und Assoziativgesetz.

» Abgeschlossenheit:
Firn,m e Zfolgtnom =n+m —nm € Z,dan+m € Z und nm € Z.

+ Assoziativgesetz:
Es qilt fir a, b, c € Z, dass
(aob)oc=(a+b—ab)oc=(a+b—ab)+c—c(a+b—ab)
=a+b+c—ab—ac— bc+ abc
=a+(b+c—bc)—alb+c—bc)=ao(b+c—bc)=ao(boc).

Damit ist (Z, o) eine Halbgruppe.
Das neutrale Element e, falls es existiert, muss folgendes erfillen
a=aoe=cecoa=a+e—ae Va € 7.
Dies ist aquivalent zu
0O=e—ae=(1—a)e Va€clZ.
Ergo, ist e = 0 das neutrale Element in (Z, o).
Es gilt nun, dass a € Z ein Inverses a~! € Z bzgl. o besitzt, falls

1 1 1 -1

0=e=aoca'=atoa=a+al—at=a+(1-a)al

D.h., a besitzt ein Inverses, falls a=! = —2 € Z. Ein Uberprifen fiir a € {—2,-1,0,1,2} (andere a
sind ausgeschlossen) liefert, dass nur a = e = 0 und a = 2 ein Inverses, namlich 0 bzw. 2, haben.

Damit ist (Z, o) also keine Gruppe, aber ein Monoid.



Aufgabe 2

Welche der folgenden Beispiele sind Gruppen? Dabei bezeichnen + und - die Ubliche Addition und

M
a)
b)
c)
d)

ultiplikation reeller Zahlen.
(G,+)mitG ={2n|neZ},
(G, )mitG ={2n | n € Z},
(G,+)mitG ={2" | n € Z},
(G, )mitG ={2" | n € Z}.

Lésung:

Wiederholung: Gruppe, Gruppeneigenschaften.

Wir verifizieren nachfolgend fir jedes der Beispiele die 4 Gruppeneigenschaften: Abgeschlossen-
heit, Assoziativgesetz, Neutrales Element, Inverses.

(@ (G,+)mitG ={2n|n € Z}.
» Abgeschlossenheit:
Fir n,m € Z folgt (2n) + (2m) = 2(n+m) € G, dan+ m € Z.
+ Assoziativgesetz:

Erfullt, da Addition auf reellen Zahlen assoziativ. Bzw. da flr k,n,m € Z gilt 2n + [2m +
2k] = 2n + 2m + 2k = [2n + 2m| + 2k.

* Neutrales Element:
Firn € Zqilt2n+2-0=2n =2-0+2n. Also 2-0 € G ist neutrales Element in G bzgl.
+.

* Inverses Element:

Fir n € Z folgt 2n + 2(—n) = 0 = 2(—n) + 2n. Also ist 2(—n) € G das Inverse zu
2n € G bzgl. +.

= ( ist Gruppe.
(b) (G, ) mitG ={2n|n € Z}.

+ Abgeschlossenheit:
Fir n,m € Z folgt (2n) - (2m) = 2(2nm) € G, da 2nm € Z.

+ Assoziativgesetz:
Erflllt, da Multiplikation auf reellen Zahlen assoziativ. Bzw. da fir k,n,m € Z qilt 2n -
[2m - 2k] = 2n - 2m - 2k = [2n - 2m)] - 2k.

* Neutrales Element:

Angenommen, es sei e = 2m mit m € Z das neutrale Element in G und 0 # n € Z.
Dann folgt

2n=2n-e=2n-2m=22nm) <= n=2nm <= mz%@éZ,
was ein Widerspruch darstellt.
= (G ist keine Gruppe, da kein neutrales Element in G existiert. G ist damit eine Halbgruppe.
) (G,+)mitG ={2" | n € Z}.

» Abgeschlossenheit:
Fir n,m € Z gilt nicht immer 2" + 2™ € G. Z.B. mitn = 1 und m = 0 folgt 2! 4 2° = 3.
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= (G ist keine Gruppe, da nicht abgeschlossen bzgl. +.
(d) (G,-)mitG ={2" | n € Z}.

» Abgeschlossenheit:
Fir n,m € Z folgt 2™ - 2™ = 2"+t™ ¢ G, dan + m € Z.

+ Assoziativgesetz:
Erfallt, da Multiplikation auf reellen Zahlen assoziativ.

* Neutrales Element:
Firn € Zgilt27-20 = 27.1 = 2" = 20.20 Also 2° € G ist neutrales Element in G bzgl.

* Inverses Element:
Firn € Zfolgt 2" - 27" =20 = 27" . 2" Alsoist 27" € ( das Inverse zu 2" € G bzgl. -.

= ( ist Gruppe.

Aufgabe 3

Bestimmen Sie alle Untergruppen der folgenden zyklischen Gruppe
G ={e,a,da? a3 a* a®}.
Welche dieser Untergruppen ist ein Normalteiler von G?
Lésung:
Wiederholung: Untergruppe, zyklische Gruppe, Normalteiler.
Wir erhalten sofort die trivialen Untergruppen
U = {e}, Us := {e,a,ad?,a®, a*,a} = G,

siehe Vorlesung.

Zum Auffinden anderer Untergruppen gehen wir systematisch vor und untersuchen die von jedem
Element erzeugte Untergruppe:

Jede Untergruppe muss e enthalten.

Die Untergruppe, die von a erzeugt wird ist wieder (a) = G = Us.

« Die Untergruppe, die von a? erzeugt wird ist

(a®) = {a?, a% e} =: Us.

Die Untergruppe, die von a?® erzeugt wird ist

(a) = {a®, e} =: Uy.

Die Untergruppe, die von a* erzeugt wird ist wieder (a*) = Us.

Die Untergruppe, die von a® erzeugt wird ist wieder (a®) = Us:

(@’) = {a® a",a’,a% a' e} = G.



Hinweis: Der Satz von Lagrange besagt, dass fiir jede Untergruppe U von G, die Mé&chtigkeit |U|
gerade |G| teilt. Hier geht also nur [U| € {1,2,3,6}.

Ein Normalteiler ist eine Untergruppe U, fir die gilt
aolU =U oa, Va € G.

Aus der Vorlesung wissen wir, dass fir abelsche Gruppen (kommutative Gruppen), alle Untergrup-
pen Normalteiler sind (offensichtlich!) — Folie 294. Weiterhin wissen wir, dass zyklische Gruppen
abelsch sind — Folie 291. Damit sind alle Untergruppen Uy, Us, Us, Ug Normalteiler von G.

Aufgabe 4

Geben sei die Menge

QWV5) :={a+bV5]abeQ}
sowie folgende Addition und Multiplikation auf Q(+/5)

(a+bV5)® (c+dV5):= (a+c)+ (b+d) V5,
(a+bV5)®(c+dV5E):=(a-c+5-b-d)+ (a-d+b-c)V5.

Zeigen Sie, dass (Q(v/5), ®, ®) ein Korper ist.

Hinweis: Erinnert Sie die Definition der Operationen auf Q(+/5) an etwas? Z.B. an die Operationen
auf einer ahnlich definierten Menge mit reellen Koeffizienten a, b aus Mathematik [?

Lésung:

Wiederholung: Kdrper, Kérpereigenschaften.

Wir verifizieren die Korpereigenschaften fir die Menge
Q(V5) = {a+bv5 | a.be Q}
mit den Operationen

(a4bV5) & (c+dV5) := (a+c)+ (b+d) V5,
(a+bV5) O (c+dvV5):=(a-c+5-b-d)+(a-d+b-c)V5.

* (Q(V/5),®) ist eine abelsche Gruppe:

Seien a,b,c,d € Q soist (a + b+/5) @ (c + d+/5) wieder in Q(v/5),daa +c,b+d € Q.

Die Kommutativitat folgt aus der Kommutativitat der Addition in Q: Seien a, b, c,d € Q so
ist

(a+bV5) @ (c+dV5) = (a+c)+ (b+d) V5,
= (c+dV5)® (a+bV5).

Die Assoziativitat von @ folgt direkt aus der Assoziativitat der Addition in R.
Neutrales Element ist (0 + 01/5), denn fir a + b+/5 € Q(+/5) folgt dann

(a+bV5) @ (0+0V5) = (a+0)+ (b+0) V5= (a+bV5)

und analog von links.



— Das Inverse zu a + b+/5 € Q(v/5) ist (—a) + (—b) V5 € Q(\/5):
(a+bV5)@® (—a+ (=b)V5) = (a—a) + (b—b) V5= (0+05)
und analog von links.

Die Kommutativitat von © folgt aus der Kommutativitat in Q: Seien a, b, ¢, d € Q so ist

(a+bV5)® (c+dV5) = (ac + 5bd) + (be + ad) V5,
=(c+dV5)® (a+bV5).

Die Assoziativitét von © folgt ebenfalls aus der Assoziativitat und Distributiviat der Multiplikla-
tion und Addition in Q — Hausaufgabe bzw. FleiBaufgabe.

Sei (e + f1/5) das neutrale Element bzgl. ®, so miissen e, f folgendes erfiillen:
(a+bV5)© (e 4 fV5) = (ae + 5bf) + (af +be) V5 = a + bV/5,

also ae + 5bf = a und af + be = b. Dies filhrt auf ¢ = 1 und f = 0, also (1 + 0/5) als
neutrales Element.

Das Inverse zu a + b+/5 € Q(1/5) ist — analog zu den komplexen Zahlen — gegeben durch

a —b
5
a? — 5b2 + a? — 562\f

denn

(a+b\/5)®< ¢ - \/5>

a? — 5b2 + a? — 5b?

:< @ = >+< —ab ab >\/S:1+0x/5

a? =502 ' a? —5b? 52 a5
und analog von links.
Distributivgesetz: Es seien a, b, ¢, d, .,y € Q. Dann folgt
(a+bV5)® [(c+d\/5) ® (:c+y\/5)} = (a+bV5)® <(c+x) + (d+y)\/5)

= [a(c+z) + 5b(d + y)] + [a(d + y) + b(c + 2)] V5

sowie

[(a+b\/5) ® (c+d\/5)} ® [(a+b\/5) ® (ac—l—y\/g)}

— |(ac + 5bd) + (ad + bd) V5| & |(az + 5by) + (ay + bw) V5|

= [a(c+ x) + 5b(d + y)] + [a(d + y) + b(c + z)] V5.



Aufgabe 5

(@) EsseiP(N) die Potenzmenge der natlirlichen Zahlen. Untersuchen Sie die Relationen C und
¢« auf Reflexivitat, Symmetrie und Transitivitat.

(b) Essei M = {1,2,3}. Zeigen Sie, dass
(a,b) R(c,d) <= (a,b) = (c,d) oder (a,b) = (d,c)
eine Aquivalenzrelation auf M x M ist. In wie viele Aquivalenzklassen teilt R die Menge
M x M?
Lésung:

Wiederholung: Aquivalenzrelation, Aquivalenklassen.

(@) Wir betrachten die Potenzmenge P(N) mit den Relationen C und ¢. Die Relation C ist

- reflexiv: A C A fur A € P(N).

* nicht symmetrisch: A := {1} C {1,2} =: B aber B Z A.

« transitiv: Sei A C Bund B C C,dannfolgt A C B C C also A C Cfir A, B,C € P(N).
Die Relation ¢ ist auf P(N), wobei A Z Bfalls3n e N:ne€ A A n ¢ B, ist

* nicht reflexiv: A C A fur A € P(N).
« nicht symmetrisch: A := {1,2} Z {1} =: B aber B C A.
« nicht transitiv: fir A = {1,2} Z {3} = Bund B Z {1,2,4} = C git A C C.

(b) Die Relation (a,b) R (c,d) <= (a,b) = (¢,d) V (a,b) = (d, c) auf {1,2,3} x {1,2,3} ist

* reflexiv: (a,b)R(a,b), da (a,b) = (a,b).

« symmetrisch: Wenn (a,b)R(c,d), also (a,b) = (¢,d) V (a,b) = (d, ¢), dann auch (¢, d) =
(a,b) V (¢,d) = (b,a), also (¢, d)R(a,b).

« transitiv: Ist (a,b)R(c,d) und (c,d)R(e, f), dann ist
(a,b) = (¢,d) = (e, f) oder (a,b) = (c,d)=(f,e)

oder

(a,b) = (d,c) = (f,e) oder (a,b)=(d,c)= (e, f).
Aus allen 4 Fallen folgt (a, b)R(e, f).

Die Restklassen sind mit a,b € {1,2,3}, a # b,
[(a,a)lg ={(a,a)},  [(a;b)]g = {(a,]),(b,a)}.

Es gibt also 3 + 3 = 6 Restklassen, namlich [(1,1)]r, [(2,2)]r, [(3,3)]r, [(1,2)]r, [(1,3)]r
und [(2, 3)]&.



Aufgabe 6
Stellen Sie die Additions- und Multiplikationstafeln fir Zs und Zg auf.

Verifizieren Sie mittels dieser Tabellen, dass (Zs,+), (Zs \ {0},-) sowie (Zg,+) Gruppen sind,
(Zg \ {0}, -) allerdings keine Gruppe ist.

Lésung:

Wir schreiben die Restklassen ohne Klammern, z.B. 1 statt [1]3.

(a) Zs, Additions- und Multiplikationstabelle

(b) Zg, Additions- und Multiplikationstabelle

+10 1 2 3 4 5 <101 2 3 4 5
0j01 2 3 45 0/j0 0 0 0 0O
111 2 3 4 5 0 110 1 2 3 4 5
212 3 45 01 210 2 4 0 2 4
313 45 01 2 310 3 0 3 0 3
414 5 01 2 3 410 4 2 0 4 2
515 01 2 3 4 510 5 4 3 2 1

Aufgabe 7

Bestimmen Sie die folgenden additiven Inversen

a) zu 1 in Zsyg, b) zu 4 in Z2, €) zu 199 in Zsgg,
sowie die folgenden multiplikativen Inversen

d)zu 2in Zs, €) zu 7in Zas, f)zu 10 in Zs;.
Lésung:

Um das additive Inverse zu n € Z,, 0 < n < p, zu finden, suchen wir diejenige Zahl 0 < m < p mit
p=n-+m.

(@) Esgilt 1+ 19 = 20, also ist 19 das additive Inverse zu 1 in Zs.
(b) Es gilt 4 + 8 = 12, also ist 8 das additive Inverse zu 4 in Z5.

(c) Esqilt 199 + 1 = 200, also ist 1 das additive Inverse zu 199 in Zagp.

Um das multiplikative Inverse zun € Z,, 0 < n < p, zu finden, suchen wir diejenige Zahl 0 < m < p
mit 1 = nm mod p, also nm = 1+ kp mit & € N. Dazu bietet es sich an sukzessiv 1 + kp fir
k =1,... auf Teilbarkeit mit n zu Gberprifen

(a) 8 =1+ 7istdurch 2 teilbar und es folgt, dass 4 das multiplikative Inverse zu 2 in Z; ist: 2 - 4
mod 7 = 1.



(b) 24 =1+ 123 ist nicht durch 7 teilbar.
47 = 1+ 2 - 23 ist nicht durch 7 teilbar.
70 = 1+ 3 - 23 ist durch 7 teilbar und es folgt, dass 10 das multiplikative Inverse zu 7 in Zog
ist: 10 -7 mod 23 = 1.

(¢) 52 =1+ 1-51 ist nicht durch 10 teilbar.
103 = 1+ 2 - 51 ist nicht durch 10 teilbar.
Wir erkennen das Muster, dass die letzte Ziffer von k - 51 + 1 immer die letzte Ziffer von k + 1
ist. Damit k£ - 51 4 1 durch 10 teilbar ist, muss diese 0 entsprechen. Also setzen wir £k = 9 und
erhalten 460 = 1+9-51 bzw. 46 als multiplikatives Inverses zu 10 in Z51: 46-10 mod 51 = 1.

Aufgabe 8
Berechnen Sie die Inversen in der Gruppe (Z457, ) zu
a) 12, b) 200, c) 400
mittels des euklidischen Algorithmus.
Loésung:
(a) Wenden wir bereits einen Schritt des euklidischen Algorithmus an, so erhalten wir mit etwas
Kopfrechnen:
457 =38 - 12+ 1.

Es folgt also, dass 1 = 457 + (—38) - 12 und somit ist —38 + 457 = 419 das multiplikative
Inverse zu 12 in Zys7.

(b) Wir wenden den euklidischen Algorithmus an:

457 = 2200 4+ 57
200 =3-57+

57=1-29+
=1-2841.
Gehen wir nun riickwarts und nutzen die Zeilen aus dem Algorithmus zum Ersetzen, so erhal-
ten wir
1=29-1-
=2 —57=2-200—-7-57

=2-200—7-[457 —2-200] = (=7) - 457 + 16 - 200.
Es folgt, dass 16 das multiplikative Inverse zu 200 in Z457 ist, da 16 - 200 mod 457 = 1.
(c) Wir wenden den euklidischen Algorithmus an:

457 =1-400 + 57
400 =7-57+1.

Gehen wir wieder riickwarts , so erhalten wir

1=400-7-57
=400-7- =8-400 — 7 - 457.



Es folgt, dass 8 das multiplikative Inverse zu 400 in Zy57 ist, da 8 - 400 mod 457 = 1.

Einfacher ware (ibrigens folgende Uberlegung gewesen:

1=16-200 mod 457 =8-2-200 mod 457 =8-400 mod 457.

Aufgabe 9

In welchem endlichen Kérper gilt "25 divided by 5 is 14" ?

Tipp: Googeln Sie mal nach dieser englischen Aussage und genieBBen Sie das Video.

Wir betrachten den Z3, dies ist ein Kérper (da 3 prim) mit 25 = 1,5 = 2 = 2~ ! sowie 14 = 2. Ergo

gilt
25.51=95.2=1.2=2=14 mod 3.

Als endliche Kérper kommen hier nur Z,, mit einer Primzahl p infrage. In einem Korper ist die Glei-
chung 25/5 = 14 durch Multiplikation mit 5 # 0 &quivalent zu

[25]17 = [5]17 ’ {14]10 =[5 14]10 = [70};0'

Subtraktion von [25], liefert
[0]p = [45]p.

Diese Gleichung kann nur erfillt sein, wenn p ein Teiler von 45 = 32 . 5 ist, weshalb nur die Prim-
zahlen p = 3 und p = 5 infrage kommen. Fir p = 5 ist die urspriingliche Gleichung nicht erflllt, da
wir durch 5 teilen und [5]5 = [0]5 keine Inverse in Zs besitzt. Somit ist Z3 der einzige Kérper, in dem
die Gleichung 25/5 = 14 erflllt ist.

Bemerkung: Unter den Restklassenringen Z, mit p < 10° gilt diese Gleichung nur fir p € {1,3,9}.
Allergings erhalten wir nur fir p = 3 einen Kérper. Dies wurde numerisch getestet, ein Beweis ist
nicht klar. Die Falle p > 10, sowie andere endliche Kérper wurden hier nicht betrachtet.



