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8. Ubung: Fourier- und Laplacetransformation (Musterldsung)

Aufgabe 1

Berechnen Sie die Fouriertransformierten der folgenden Funktionen. Es sei stets a > 0.

a) fi(x) = {é S—o‘;i TEC by fole) = el o) fofa) = b

Lésung:

Wiederholung: Definition Fouriertransformation, inverse Fouriertransformation und Umkehrsatz.
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(b) fo(x) = e~ = e~lazl = g(az), wobei g(z) = e~ 1*|. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass

1

g(w) = (L4 w?)

gilt. Mit der Streckungsregel folgt nun

A 1wy 1 1 a
falw) = la]? (E> Tan(1+(2?) 7@ +w?)

Alternativ: direkte Berechnung der Fouriertransformation

~ 1 oo . 1 0 ) %) )
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Es gilt nun
i * ooz e—iww dr = 1 —
27 Jo 271(a + iw)
und wir erhalten
0
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Es folgt
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(c) Wiederholung: Umkehrsatz und inverse Fouriertransformation.

f3(x) = —1—. Wie wir in Teilaufgabe 1b) gesehen haben gilt

a?4x?"

Fol(w) 1 /Oo ool gmiwe g 4 %f?)(w%

T or m(a? 4+ w?)

d.h. f3 entspricht bis auf den Faktor = der Fouriertransformierten von f,. Dies nutzen wir im
Folgenden mit Hilfe des Umkehrsatzes der Fourtransformation aus:

£ 1 > —iwz _ 1 oy —iwz
fa(w) = 27?/—00 fa(x)e dz = o ) afg(m)e dx
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wobei wir die Substitution y = —z und die Eigenschaft fo(—z) = T = fo(z) ange-
wandt haben.
Aufgabe 2
Bestimmen Sie eine Lésung der Differentialgleichung
y(t) —y"(t) =, teR,

mit Hilfe der Fouriertransformation. Gehen Sie dabei wie folgt vor:

(a) Wenden Sie die Fouriertransformation auf beide Seiten der Gleichung an und finden sie eine
explizite Formel fir die Fouriertransformierte § der Lésung y.

(b) Bestimmen Sie y aus g unter Verwendung des Faltungssatzes und den Ergebnissen der vor-
herigen Aufgaben.

Hinweis: Eine direkte Berechnung der inversen Fouriertransformation zur Bestimmung von y
ist nicht notwendig.

(a) Wenden wir die Fouriertransformation auf die linke Seite an, so folgt mittels Linearitat und der
Ableitungsregel (siehe Satze 11.13 und 11.15 der Vorlesung)

y—y"(w) =Jw) —y"(@) = §w) — (w)*)(w) = (1 +w?) §(w).
Die Fouriertransformierte der rechte Seite der Differentialgleichung kennen wir aus Aufgabe
1b)

LI R 2 I S
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also
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Jlw) = 1+w? 71+ w?) 7r<7T(1 +w2)> '



(b) Mit Hilfe der Funktion f> aus Aufgabe 1b und @ = 1 erkennen wir

J(w) = 7fo(w) fo(w).

Es folgt aufgrund der Injektivitat der Fouriertransformation und des Faltungssatzes, dass

y(t) = 7 fo(t) * fo(z) = ;/_00 oIt oI5l gg.

Sei t > 0, dann folgt mit Fallunterscheidung
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Ist £ < 0, so folgt analog

Insgesamt erhalten wir also

Aufgabe 3

(a) Stellen Sie folgende Funktion mit Hilfe der Heaviside-Funktion ohne Fallunterscheidung dar
und bestimmen Sie ihre Laplacetransformierte:
t—1, 1<t<3,
ft)y={8-2t, 3<t<4,
0, sonst.

Hinweis: Berechnen Sie die Laplace-Transformierte von (t — a)H(t — a), a > 0.

(b) Fur welche z € C ist die Laplace-Transformierte F'(z) von sin(t) und cos(t) definiert und wie
lautet sie?
Hinweis: Erinnern Sie sich an e'* = cos(t) + isin(t) fur t € R.

(c) Was passiert mit der Laplace-Transformierten, wenn wir im Originalbereich eine positive Ver-
schiebung um a > 0 haben? D.h., wie verhalt sich Lf(t + a) zu Lf(¢) fur a > 0?



Loésung:

Wiederholung: Definition Heaviside-Funktion, Laplacetransformation.

(@)

Ab t — 1 beginnt
fOy=t—1=@—-1)H(t—-1)

und endet ab ¢ — 3, also
fO)=t—1=(-1[H(—-1) - H(t-3)]
fur 1 <t < 3. Analoges Vorgehen fur den Fall 8 — 2t liefert

ft)

(t—1)H(t—1) — (t+ 1) H(t — 3) + (8 — 26) H(t — 3) — (8 — 2t) H(t — 4)
(t— 1) H(t — 1)+ (9 — 3t) H(t — 3) — (8 — 2t) H(t — 4)
(t— 1) H(t—1)—3(t — 3) H(t — 3) + 2(t — 4) H(t — 4).

Wir bestimmen nun die Laplacetransformierte von (¢t — a)H (t — a) fir a > 0 Gber partielle
Integration:

F(z) = / e (t—a)H(t — a)dt = / e (t — a)dt = / o—#(5+a) o4 s
0 u 0

(Wiederholung:
« f :[0,00) — R ist von exponentieller Ordnung v € R, falls 3M > 0 : |f(t)] <
Me"t Vit > 0.
« Fir f : [0,00) — R stlckweise stetig und von exponentieller Ordnung ~ existiert die
Laplacetransformierte fir alle z € C mit R(z) > ~.)
Sowohl Sinus- als auch Kosinusfunktion sind beschrénkt. Damit sind sie von exponentieller
Ordnung v = 0 und die Laplace-Transformierte ist flr alle : € C mit ®(z) > 0 definiert.

Wir erinnern uns an e = cos(t)+isin(t), bzw. cos(t) = 3 (e'+e7) und sin(t) = L (e —e ).
Damit folgt

Lsin®)(x) = [ sin(@)etdi= < [ (et — e t)e=*t it
0 0

21
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_ (i—2)t _ —(i+=2)t dt = — | — (i—z)t|o° == —(i42)t|©
9% J, © ¢ 21[1—26 |0}+2i[i+ze 0
1 1 1] 1 o2 1
S92 i—z i42z| 20—22-1 2241



sowie

L(cos(t))(z) = /OOO cos(t)e *dt = ;/Ooo(eit +e e dt

_ (i—2)t —(i+2)t — (i—z)t|oo| =
fy et 2[i—ze H 2L+z

1 n I —2z oz
i—2z itz —20:24+1) 22+1

(c) Esqilt

L(fit+a))(z):= /000 e P f(t +a)dt = /00 e 27 f(5)ds = e /00 e “f(s)ds

= L(F(OH(t — a)).

Aufgabe 4

(i+2)t ‘0 :|

Bestimmen Sie Lésung folgender Anfangswertprobleme mittels der Laplace-Transformation:

(@ y"

-2y =3y =0, y0)=0,4/0) =1, (0)y" +¢ =e?, y(0)=1,4(0)=0.

Lésung:

(@)

y" =2y =3y =0, y(0)=0,y(0) =1
Wir benutzen die Gleichung
Ly'(z) = = Ly(z) — y(0).
Anwendung der Laplace-Transformation auf die linke Seite liefert
Ly" =2y = 3y)(2) = L(y") — 2L(y") — 3L(y)
= 2L(y) — ' (0) — 2(2L(y) — y(0)) — 3L(y)
= 2(2L(y) —y(0)) — 1 - 22£( ) = 3L(y)
= (22 —22-3)L(y) —
Ergo mit F' := L(y) erhalten wir

1
2 — — — = = -
(2 =22-3)F(2)—1=0 <« F(2) 29,3
Mittels Nullstellen erhalten wir 22 — 2z — 3 = (2 + 1)(z — 3) ergo
1 A B
F(z) = = +

22-22-3 z+1 2z-3
wobei sich A und B ergeben aus
1=A(z-3)+B(z+1)=(A+ B)z+ (B - 34),
also A = —Bund 4B = 1. Damit gilt

1 1

F& =~y T iz -9

Aus der Vorlesung wissen wir, dass £(e®) = (z — a)~!. Somit erhalten wir als Lésung

1 1
y(t) = —7e” +4e3t

Probe!



() ¥ +y =e?, y(0)=1,4(0)=0

Analog zu (a) erhalten wir durch Anwendung der Laplace-Transformation auf die Differential-
gleichung

2(2L(y) — y(0)) =4/ (0) + 2(L(y) —y(0)) = 2(2L(y) — 1) + 2L(y) — 1

=z2(z+1)L(y) — (¢ +1) L1

z+2

Ergo fir F'(z) = L(y)(2)

Fz) = 2z4+1)(z+2) 2
Es folgt A 5 c
Flz) = z * (z+1) * (z+2)
mit

1=A(z+1)(2+2) +Bz(2+2)+ Cz2(z+1) = A2 + 32+ 2) + B(z2 +22) + C(2% + 2)
=(A+ B+ 0)22 + (C +3A+2B)z + (24),

alsoA=1,C=-2-2Bund —B = 1. Ergo

3 1 1 3 1
F = —_— :> t — _ —t _ —2t
&) =5~ 31 Ty ) =5 e +ge

Probe!



