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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Wenn man annimmt, dass ein regelmalfiiges Gitter von Knoten vorliegt, l&sst sich der 1D-Ansatz
zu Splines auf beliebige Dimensionen erweitern. Im Allgemeinen liegen Daten aber nicht auf
einem solchen Gitter vor. Hier miissen andere Ansatze verwendet werden. Eine Option hier sind
so genannte radiale Basisfunktionen (radial basis functions / RBF).

Liegen die Werte y; an den Punkten x; € R? miti = 1, ..., N vor, dann kann man mit einem so
genannten thin plate spline der Form

N
S = ) A(x - x))
i=1

mit ®(r) = r2In(r), welche
S(xl) = yi,i = 1, ,N

interpoliert, ist die Interpolationsfunktion, welche folgenden Ausdruck minimiert:

min f|a FOO?| 4 |0y, 05, f()?| + |02, F (x)?|dx.

f interpoliert p
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion &:[0,) — R die zu einer Funktion der Form ¢ (x) = ®(|x|) fuhrt, die nur von

der Lange eines Vektors abhéngt, kann als radiale Basisfunktion bezeichnet werden.
Typischerweise sind weitere ,gutartige” Eigenschaften wie z.B. positive Definiertheit, gewunscht.
Eine Approximationsfunktion basierend auf diesem Ansatz ist immer der Form

N
S(x) = z Aidi(x)
i=1

mit ¢;(x) = ®(|x — x;)) und S(x;) =y;,i =1,...,N.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion &:[0,) — R die zu einer Funktion der Form ¢ (x) = ®(|x|) fuhrt, die nur von

der Lange eines Vektors abhéngt, kann als radiale Basisfunktion bezeichnet werden.
Typischerweise sind weitere ,gutartige” Eigenschaften wie z.B. positive Definiertheit, gewlnscht.
Eine Approximationsfunktion basierend auf diesem Ansatz ist immer der Form

N
S(x) = z Aidi(x)
i=1

mit ¢;(x) = ®(|x — x;)) und S(x;) =y;,i =1,...,N.

Haufige verwendete positiv definite Basisfunktionen sind z.B.
®(r) = e~%"*, (Gaussian)
1
®(r) = (r? + a?)z, (Multiquadric)
1 .
d(r) = g (Inverse Quadric)
®(r) = r?In(r), (thin plate)

Andere mogliche RBFs (z.B. mit kompaktem Support) sind komplexer.
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion &: [0 oo) - R dle zu einer Funktlon der Form cp(x) = CI>(|x|) fahrt, die nur von

der Lange ) Ga RBF " werden.
Typischer aussian RBI srtheit, gewiinscht.
Eine Appr a=1

a=2

a=5

a=0.5| ]

a=0.2
mit ¢; (x)
Haufige ¢
Andere m 3 ] 3.5 4 4.5 ]
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Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Jede Funktion &: [0 oo) - R dle zu einer Funktlon der Form cp(x) = CI>(|x|) fahrt, die nur von
der Lange eir - rden.

Typischerwei: 8 : : : M"',It' Q"'a.d"': R,EF eit, gewunscht.
Eine Approxir

Haufige verw:

Andere maogli
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Al
QOAK

&
-]
\_—

5
K

PEige®™

2
A0

“. =

Spline n-D / Radial Basis Functions (RBFs)

Zur Bestimmung der notwendigen Koeffizienten 44, ..., 4,, muss wieder ein lineares
Gleichungssystem der Form

MA =y

mitA = (g, ..., 1), y = (¥4, ..., yy) UNd

®(0) D(|x; —xz|)  P(lxg —x3]) -+ P(|x; — xn])
M = P (]x, - x1]) CD(.O) D (]x, - x3|) x_E”
(D(lxN._ x1) (D(lxN._ X21) cI)(|951v._ x3]) o CD(.O)

Die (eindeutige) Losbarkeit und damit die Qualitat der Interpolaton hangen sehr stark
vom gewahlten Typ der RBF ab.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Nia (aindeiitine) | Acharkeit 11nd damit die Oiialitat der Internolaton hannen eahr ctark
Interpolation - Gauss, a=10 5 Interpolation - Gauss, a=1000

Interpolation - Gauss, a=10000
s gk “&h LIS |

0.2 0.4 0. 0.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Zur Bestimmung der notwendigen Koeffizienten 44, ..., 4,, muss wieder ein lineares
Gleichungssystem der Form

MA =y

mitA = (g, ..., 1), y = (¥4, ..., yy) UNd

®(0) D(|x; —xz|)  P(lxg —x3]) -+ P(|x; — xn])
M = P (]x, - x1]) CD(.O) D (]x, - x3|) x_E”
(D(lxN._ x1) (D(lxN._ X21) cI)(|951v._ x3]) o CD(.O)

Die (eindeutige) Losbarkeit und damit die Qualitat der Interpolaton hangen sehr stark
vom gewahlten Typ der RBF ab.

Eigenschaften:
* f(x) ist stetig und differenzierbar

* Globaler Interpolatior

« Extrapolation ist konzeptionell méglich

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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* Interpolation: Vorhersage innerhalb der Daten / zwischen den Datenpunkten

« Extrapolation: Vorhersage auf3erhalb der Daten (zumeist aul3erhalb der konvexen Hulle)

Extra- Extra-
pdlation Interpolation polation
G —

1r i %%

-9 0 5
X
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Was ist das Problem bei Extrapolation?

» Vorhersage basierend auf ungentigender Datengrundlage
* Vorhersage rein Modell-basiert, zumeist nicht plausibel
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- Kriging (Simple, Ordinary, Universal)

- Conditional Simulation

Radar Predictions

mm/day

Variance

.
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Cecinati et al.: Considering Rain Gauge Uncertainty Using Kriging for Uncertain Data, Atmosphere (2018)
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- Kriging (Simple, Ordinrary-Yniversal)

Radar h Predictions

mm/day

Variance
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Cecinati et al.: Considering Rain Gauge Uncertainty Using Kriging for Uncertain Data, Atmosphere (2018)
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Der Messwert Z; an einer Position x; € R™ kann als Zufallsvariable mit
Erwartungswert
Blzi) = | 7z ()
Q
und Varianz

Var(Z;) = E[(Z; — E[Z;])?].

Die Kovarianz zwischen zwei Zufallsvariablen ist gegeben durch
Cov(Z;,Z;) = E[(Z; — E[ZD(Z; - E[Z])]-

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Der Messwert Z; an einer Position x; € R™ kann als Zufallsvariable mit
Erwartungswert

E[Z] = fﬂZdﬂzi @

und Varianz
Var(Z;) = E[(Z; — E[Z;])?].

Die Kovarianz zwischen zwei Zufallsvariablen ist gegeben durch
Cov(Z;,Z;) = E[(Z; — E[ZD(Z; — E[Z])]-

In der Geostatistik ist die so genannte Stationaritats*-Annahme von
entscheidender Bedeutung:

E[Z(x)] =m, Cov(Z(x + h),Z(x)) = Cov(h).

Die Kovarianz hangt nur vom Inkrement h zwischen Positionen und
nicht von den Positionen selbst ab.

cov(X,Y)>0

* stationarity, homogenit
Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg



Al
QOAK

<
-]
‘_—

5
K

PEige®™

2
2©

Kriging

“. =

Die Naherung Z* von Z ist gegeben durch

N
7@ = Ao+ ) L@,
i=1

mit den unbekannten Gewichten 4;(x) so dass

Z*(Xl) = Zj, [ = 1, ,N

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Die Naherung Z* von Z ist gegeben durch
N
7@ = Ao+ ) L@,
i=1

mit den unbekannten Gewichten 4;(x) so dass

Z*(x) =2z, i=1,..,N.
Welche Annahmen kann man zur Bestimmung der Gewichte treffen?
Unbiasedness (unverféalscht, ideal): E[Z*(x)] = E[Z(x)]

Varianz-Minimierung: n}in Var(Z*(x) — Z(x))

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Actual distribution of the

target variable

(if we would sample it very densely)
Target variable

A

Field samples

z(s)

m(s)

Regression
function (trend)

Z(s)
Final estimate
by regression-kriging

e(s)

———— Residuals

>

Wikipedia.org geographical space (s)
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Kriging

Simple Kriging: Erwartungswert m, = E(Z(x)) ist bekannt; Unbiasedness-Annahme fuhrt zu

N
/10 =my _ZAimo.
i=1

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Simple Kriging: Erwartungswert m, = E(Z(x)) ist bekannt; Unbiasedness-Annahme fuhrt zu

N
/10 =my _Z/‘limo.
i=1

Varianz-Minimierung fuhrt zu:
Z Ai(x)Cov(Z;, Zy) = Cov(Z;,Z(x)), k=1,..,N

Aufgrund der Stationaritats-Annahme gilt: Cov(Z;, Z(x)) = Cov(x; — x) — Ahnlichkeit zu
radialen Basisfunktionen.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Simple Kriging Estimates Simple Kriging Variances
2010/11/28 2010/11/28
25
3 -1 3
20
- -2 N
o _| -3 o _| 1.5
n wn
-4
2 2
1.0
0 100 200300 km
T T I I T I I T T I I T
6 8 0 12 14 16 6 8 10 12 14 16

Example from the Bachelor thesis "Kriging methods in spatial statistics”, Andreas Lichtenstern, TU Minchen
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Im Allgemeinen ist Cov(Z(x;),Z(x;)) nicht bekannt und muss geschatzt oder modelliert werden.

Daflr spielt das so genannte Variogramm eine entscheidende Rolle:
1
y(h) = EVar(Z(x) —Z(x + h)) = €(0) — C(h).

Das Variogramm kann unter bestimmten Bedingungen aus den Daten geschatzt werden.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Im Allgemeinen ist Cov(Z(x;),Z(x;)) nicht bekannt und muss geschatzt oder modelliert werden.

Daflr spielt das so genannte Variogramm eine entscheidende Rolle:
1
v(h) = EVar(Z(x) —Z(x+ h)) = C(0) — C(h).

Das Variogramm kann unter bestimmten Bedingungen aus den Daten geschatzt werden.

Empirisches Variogramm:
. 1 2
h
xi—xj:h
An das empirischen Variogrammes kann ein analytisches Variogrammmodell angepasst werden.

Diese Modellfunktion muss dabei bestimmte Eigenschaften erfullen.
Sie muss z.B. semi-positiv definit sein, d. H. alle Eigenwerte sind groRer gleich Null.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg



e 4
£R
z ..
o z
= k7 Kriging
Y o
FIge%™
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--@- Experimental Variogram -+ @ Experimental Variogram
. 054+ Fitted Exponential Variogram Model 054 Fitted Gaussian Variogram Model
= 044 = 04+ 9.9
S . e S ’
= w3 = 7
8 03 - 8 03 .
= c
o <
8 024 S 02+ ,
= A Nugget (mm?) = 0.001 = Nugget (zmm )=0.035
B 01l ‘-‘ Sill (mm?) = 0.461 B 01 Sill (mm?)  =0.379
Range (km) =36.96 Range (km) =16.14
0.0 % { } 0.0 t t t
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(a) Distance, h (km) (b) Distance, h (km)
0.6 0.6
-- @ - Experimental Variogram -- @+ Experimental Variogram
—~ 054 Fitted Spherical Variogram Model s GEGL Fitted GP-derived Variogram Model
: 044 ’ ..... ) : 04 1 .- .....
< o S
> . . >
: ® -
3 0.3+ ] 0.3 +
= (=t
s 8
o 0.2+ T 02+
E Nugget (mm?) = 0.001 E
B o1l g Sill (mm®  =0.382 B 01 Nugget (mm?) = 0.023
: ( Range (km) = 20.38 :
0.0 + + t 0.0 t t }
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
(c) Distance, h (km) (d) Distance, h (km)
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Kriging

Spherical model Cubic model Exponential model
73] ;] o
g g8 . g 5|
3 § 3 537

From a presentation by H. Wackernagel
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Y (hy)

messsssssssssssssnenst

Precipitation (mem)
RS P g

IDW Kriging

gitta.info
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Simple Kriging Estimates Simple Kriging Variances
2010/11/28 2010/11/28
25
3 -1 3
20
& -2 o
o _| -3 o _| 15
wn wn
_4 g
? S 4
0 100 200300 km
T T T T T T T T T T T T
6 8 10 12 14 16 6 8 10 12 14 16

Example from the Bachelor thesis "Kriging methods in spatial statistics”, Andreas Lichtenstern, TU Minchen
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Simple Kriging Estimates Simple Kriging Variances
2012/06/09 2012/06/09

3 3.0
o 25
2 - 20
2 1.5

0 100 200300 km 0 100 2000 km

T I T I I I I T I I I I
6 8 10 12 14 16 6 8 10 12 14 16

Example from the Bachelor thesis "Kriging methods in spatial statistics”, Andreas Lichtenstern, TU Minchen
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Universal Kriging Estimates Universal Kriging Variances
2010/11/28, linear trend in long, lat and elev 2010/11/28, linear trend in long, lat and elev
' ' 25
3
20
% —
15
3 10
05
% -
0 100 200300 km 0 100 200800 km

I I I I I T I T T I I I
6 8 10 12 14 16 6 8 10 12 14 16

Example from the Bachelor thesis "Kriging methods in spatial statistics”, Andreas Lichtenstern, TU Minchen
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Universal Kriging Estimates Universal Kriging Variances
2012/06/09, linear trend in long, lat and elev 2012/06/09, linear trend in long, lat and elev
18
3 16
14
8 12
10
2 -
08
06
2
04
0 100 200800 km

I I I I I I I I I I I I
6 8 10 12 14 16 6 8 10 12 14 16

Example from the Bachelor thesis "Kriging methods in spatial statistics”, Andreas Lichtenstern, TU Minchen
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Zusammenfassung: raumliche Vorhersage / Interpolation

Ausgangslage:
Gegeben sind bekannte Werte y; (z.B. Messungen) flr einen Parameter an gegeben Positionen x;.
An beliebigen Positionen x sollen die ggf. unbekannten Werte y vorhergesagt werden.

Interpolation:

Interpolation umfasst alle mathematischen Verfahren, welche einen Funktion f(x) = y fir eine solche
Vorhersage verwenden. Klassischerweise hat bei einer linearen Interpolation f(x) die Form eines
gewichteten Mittels der gegeben Werte y;:

F0)= ) 4@
i
mit den Gewichten A4;(x). Die Bestimmung der Gewichte hangt vom gewahlten Verfahren ab.

Approximation und Interpolation:
Fur eine klassische (exakte) Interpolation gilt, dass das Verfahren die Daten exakt reproduziert mit
f(x) =y
Bei einer Approximation (oder auch nicht-exakte Interpolation) ist dies nicht der Fall, die Daten
werden hier nur angenéhert mit
fx) =yi+e - flx) =y
€; ist dabei der unbekannte Approximationsfehler.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Interpolation und Extrapolation:

Findet die Vorhersage innerhalb der Daten statt, handelt es sich um eine Interpolation. Die Ergebnisse
kbnnen zumeist als plausibel angesehen werden, da gentigend Daten als Randbedingungen flr die
Vorhersage zu Verfluigung stehen.

Findet die Vorhersage aulR3erhalb der Daten oder sehr weit entfernt statt, handelt es sich um eine
Extrapolation. Die Ergebnisse konnen zumeist nicht als plausibel angesehen werden und sollte sehr
kritisch interpretiert werden, da die Daten nur sehr eingeschrankt als Randbedingungen verwendet
werden kénnen.

Lokale und globale Interpolation:
Bei einer lokalen Interpolationen werden nicht alle Datenwerte fiir die Interpolation verwendet. Dies
bedeutet, dass es Datenwerte y; gibt, flr das Interpolationsgewicht gleich Null ist:

Ell/h(X) =0
Bei einer globalen Interpolationen werden immer alle gegebenen Werte beriicksichtigt, d.h. dass es
keine Interpolationsgewichte gibt, welche Null sind:

Vl/ll(X) # 0

Gitterfreie und gitterbasierte Interpolation:

Bendtigt ein Interpolationsverfahren eine Vermaschung der Datenpunkte wird es als gitterbasiert
bezeichnet. Es ist dann zumeist ein lokales Verfahren, welches nur die Datenwerte verwendet, welche
sich auf die Zelle beziehen, in der der Interpolationspunkt x liegt.

Gitterfreie (grid-free) Verfahren bendétigen keine Vermaschung, sind aber zumeist globale Verfahren.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg
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Zusammenfassung: raumliche Vorhersage / Interpolation

Deterministische Interpolation:
Die Bestimmung der Gewichte basiert auf einen festgelegten mathematischen Modell. Es ist zumeist
nicht initial moglich, die ,Unsicherheit” der Vorhersage abzuschatzen.

(Geo-)statistische Interpolation (z.B. kriging):

Die Bestimmung der Gewichte basiert zusatzlich auf der bekannten oder abgeschatzten raumlichen
Korrelation der Daten. Dies ist zumeist aufwandiger als deterministische Vorhersage, erlaubt aber die
zusatzliche Abschatzung der ,Unsicherheit” der Vorhersage.

Wahl des Interpolationsverfahrens:

Bei der Wahl des Vorhersageverfahrens sollten folgende Fragen bertcksichtigt werden:

1. Entspricht das mathematische Modell des Verfahrens dem vorherzusagenden Parameter bzgl.
«  Skale (diskret/kontinuierlich/...)
«  Glattheit / Differenzierbarkeit ...
° ’?

2. Ist Extrapolation fir Anwendung notwendig?

3. Istfur die Anwendung exakte Interpolation notwendig oder reicht auch Approximation?

4. Welche Komplexitat des Verfahrens ist fur die Daten/Anwendung angemessen?

5.

Grundlagen GIS — TU Bergakademie Freiberg



