2 Lineare Optimierung

Optimierung (vgl. Grundstudium): p(z) =2t + 2% — 322 — dw + 1
finden von Minima/Maxima "
einer skalaren Funktion f(x) von R \—/—\
nach R
-1.5 -1 —-0.5

-2

—4
bzw. von R" nach R, ) o - |

f(x) — f(xl; xz, . -;xn) f(z,y) = 42’y + 4y° — 42% — 249° + 1
Jetzt neu: suchen Minima/Maxima in
Teilmenge B c R" ek
- Beschrankte Optimierung (Optimierung ™ . =
unter Nebenbedingungen) S .
ZB. f(x,y) » min P - QU
so,dass h(x,y) =x*+(y—1)?—-2<0 %“ ~_— °
y herl X

Hier ,Vereinfachung”: f(x) und NB linear in den Variablen x4, x,, ...., x,,
- lineare Optimierung



2.1 Modellierung und grafische L6sungsmethode

2.1.1 Produktionsmodell
n Teilbetriebe bzw. Produktionsstatten P, ..., B,, in denen m Erzeugnisse G4, ..., G,, hergestellt werden

e Produktionskoeffizienten a;;,i = 1,...,m,j = 1,...,n (geben an, wie viel ME vom Produkt G; im
Teilbetrieb P; produziert werden, wenn diese Produktion mit der Intensitat 1 erfolgt)

e Produktionsplanung: vom Produkt G; sollen mindestens b; ME produziert werden

e x; bezeichne die (unbekannte) tatsachliche Intensitat, mit der im Teilbetrieb P; produziert wird

(Entscheidungsvariable) A1 X1+ apxy, + -+ aipxp,= by ,i=1,...,m. (1)
Stlick- Stlick- Stlck- Min\aJest-
zahl P,  zahl P, zahl P, stlckzahl
bzw. Ax = b, (1)
aj; -t Qan b, X1
wobei A = ( P : ) (sog. Strukturmatrix), sowie b = ( : ) X = ( : )
Am1 *° Amn bm Xn
x;=20,j=1,..,n (2)
bzw. x = 0 (2)

o Kostenkoeffizienten ¢; (Proportionalitatsfaktor der variablen Kosten im Teilbetrieb P;)

o Zielfunktion: Gesamtkosten der Produktion Uber alle Teilbetriebe sollten minimal sein, d. h.

Z=f(Xq,,Xp)= C1X;1 + C3x; +--+ cpx, — min (3)
——r S—— N——r X1, Xn
Kosten Pq Kosten P, Kosten Py
€1
bzw. = z = f(x) = ¢'x > min, wobeic = ( 5 ) , (3"
X C‘n



Produktionsmodell: (1)-(3) bzw. (1')-(3")
z = f(x) = ¢Tx - min,
Ax = b, ’
x=0

d. h. Optimierungsaufgabe in Form der Minimierung einer Funktion von n Variablen unter
den Restriktionen (Nebenbedingungen)

Beispiel 2.1:  (Produktionsmodell) Matrix-Vektor-Darstellung (1')-(3'):

m = 2 Produkte, n = 3 Teilbetriebe Ax >b, x>0,z = f(x) = cTx > min,

Produktionskoeffizienten: wobei *
a;j P; P, P, 2 6 10 A5 60 X1
G| 2 | 6 | 10 A= ¢ §)b=(5)c=(60]x=(x
G, | 10 6 5 85 X3

Mindestproduktionsmengen: b; = 45, b, = 30
Kostenkoeffizienten: ¢; = ¢, = 60,c; = 85

Ausfuhrlich:
2x,+6x,+10x, 245 (la)

10x, +6x, +5x, 230 (1b)
X[y Xy, %3 20 (2)

z= f(x,,x,,x;) =60x, +60x, +85x, &> min (3)

X15X2 ,X3



Denken wir uns die Ungleichungen (1a) und (1b) als Gleichungen erflllt, es werden also genau
die Mindestmengen produziert.

2x,+6x, +10x, =45
10x, + 6x, +5x, =30
= —8x; + 5x3 = 15.

Eine LOosung (unter Beachtung von (2)): x; = 0,x3 =3 = x, = 2,5
also

0
= x* = (2,5) (das ist tats&chlich die kostenglinstigste Lsg.)
3

=z =0-60+25-60+3-85 = 405.



2.1.2 Verbrauchsmodell

e 1 Teilbetriebe bzw. Produktionsstatten Py, ..., B,, in denen
m Ressorcen (z. B. Materialien) M., ..., M,,, verbraucht werden.,

e Verbrauchskoeffizienten a;;,i = 1,...,m,j =1, ...,n (sie geben an, wie viel ME von Ressource M; im
Teilbetrieb P; verbraucht werden, wenn dieser Verbrauch mit der Intensitat 1 erfolgt)

e Materialplanung: von Ressource M; konnen hochstens b; ME verbraucht werden

e x; bezeichne die (unbekannte) tatsachliche Intensitat, mit der im Teilbetrieb P; produziert wird
(Entscheidungsvariable)

A X1+ apx, ++apx, < by ,i=1,...,m. (4)
N —— N—— N—— il
Stlck- Stlck- Stlck- HOchst-
zahl P;  zahl P, zahl P, stuckzahl
bzw. Ax < b. (4")
xj20,j=1,...,n (5)
bzw.x = 0 (5"

e Gewinnkoeffizienten c; (Proportionalitatsfaktor der variablen Gewinne im Teilbetrieb P;)

e Zielfunktion: Gesamtgewinn der Produktion Uber alle Teilbetriebe soll maximal sein, d. h.

Z=f(xq,..,Xp) = C1X;4 + Cx, +--+ cpx, — max (6)
—— —— —— X1, Xn
Gewinn P, Gewinn P, Gewinn P,

bzw.

z=f(x)=cTx - max (6"



Verbrauchsmodell: (4)-(6) bzw. (4')-(6").

z = f(x) = cTx - max ‘
X

Ax < b,
x=0

d. h. Optimierungsaufgabe in Form der Maximierung einer Funktion von »n Variablen unter den

Restriktionen.
Beispiel 2.2: (Verbrauchsmodell ) Matrix-Vektor-Darstellung (4')-(6"):
m = 3 Materialien, n = 2 Teilbetriebe Ax <b,x=20,z=f(x)=cTx > max, wobei
Verbrauchskoeffizienten: 5 12 30
A=[20 10],b=|50 c=(2)x=(x1)

a; | P P, ’ ’ 3/’ X7

M, 5 12 20 20 60

M, | 20 | 10 Ausfiihrlich:

M;| 20 | 20 5x, +12x, <30  (4a)

20x, +10x, <50  (4b)

. 20 20x, <60 (4
Hochstverbrauchsmengen: ir20% (4¢)
b, = 30,b, = 50,b; = 60 20 (Sa)
Gewinnkoeffizienten: ¢; = 2,¢, = 3 x,20  (5b)

z= f(x,x,)=2x,+3x, >max (6)

X15%




Ausflhrlich:
5x,+12x, <30 (4a)
20x, +10x, <50 (4b)
20x, +20x, <60  (4c)

x, 20 (5a)
x,20 (5b)
z=f(x,x,)=2x,+3x, >max (6)

Losung der Teilsysteme als Gleichungen:

(4a), (4b) X = (;C;) ~ (122) f(xq,x,) = 8,68, aber (4c) verletzt  (unzulassige Losung)

@b). (4o)  x=(1)=(3). Feux)=7
(4c), (4a) X = (2) = ((2){132) f(x1,x5) = 8,14 Gesamtlosung!



2.1.3 Grafische L6sungsmethode bei 2 Entscheidungsvariablen

Es gibt nur zwei Entscheidungsvariable x,, x,, also n = 2.

Jede Ungleichung (1) im Produktionsmodell oder
(4) im Verbrauchsmodell beschreibt eine
Halbebene. Sie wird begrenzt von der Geraden,
deren Skalarform aus (1) entsteht, indem man das
Ungleichheits- durch ein Gleichheitszeichen
ersetzt:

aj1X1 + X, = by
Dabei stellt a] = (a;, a;;) den Normalenvektor der
Begrenzungsgeraden dar. Die Skalarform der
Geraden lautet in Vektorschreibweise a! x = b;.

Nu

X5

a'x>b,

"
ax=b

Auch jede der Ungleichungen (2) im
Produktionsmodell oder (5) im Verbrauchsmodell
beschreibt eine Halbebene, und zwar x; > 0 die
(von der x,-Achse begrenzte) rechte Halbebene
und x, = 0 die (von der x;-Achse begrenzte) obere
Halbebene

0,1

Xy >0

x,=0




Die Menge der Punkte der Ebene, die alle Restriktionen (1) und (2) bzw. (4) und (5)
erflllen, ergibt sich als Durchschnitt aller entsprechenden Halbebenen.

Eine solche Menge stellt einen sog. polyedrischen Bereich dar. Dieser kann endlich
sein oder sich bis ins Unendliche erstrecken. Man nennt ihn den zulassigen Bereich, da
er alle Punkte enthalt, die Uberhaupt fur die Optimumsuche in Frage kommen. Wir
bezeichnen ihn mit B. Seine Punkte heillen zulassige Losungen der
Optimierungsaufgabe.

Beispiel 2.2 (Forts.): 5 _‘r %,
(5a)
. —
5x,+12x,<30  (4a) \
20x, +10x, <50  (4b) 37
20x,+20x, <60  (4c) , —
xz0 (53) .
x,20 (5b) T(5b)

_ _ | | | | | | | |

z=f(x,x,) 2x1+3x2—>nx11gz< (6) o 1 L \3>i j ) 8
/

(4b) / (4a)



e Die Menge aller Punkte der Ebene, fur welche die Zielfunktion f'einen festen Wert f,
besitzt, bilden eine sog. Niveaulinie von fzum Wert f,. Da die Zielfunktion auch linear
ist und alle Niveaulinien den konstanten Normalenvektor ¢ haben, bilden die
Niveaulinien parallele Geraden.

e Um maximale bzw. minimale zulassige Losungen zu finden, muss man also eine
(beliebige) Zielfunktionsniveaugerade einzeichnen und diese in Optimalrichtung soweit
verschieben, bis sie letztmalig den zulassigen Bereich B beruhrt. Ein BerUhrungspunkt der
so verschobenen Niveaulinie mit B stellt eine optimale Losung dar, der zur Niveaulinie
gehorige Zielfunktionswert den Optimalwert.

e |. d. R. wird sich eine optimale Losung als Schnittpunkt zweier Geraden ergeben, die B
begrenzen. Man lose das LGS aus den beiden Skalarformen dieser Geraden, um die
genauen Koordinaten der optimalen Losung zu berechnen.

Beispiel 2.2 (Forts.): Xu %
Schnittpunkt der Geraden (4a) und (4c): 5 |
5x,+12x, =30 4 —
20x, +20x, = 60 \
Losung des LGS (optimale Losung): ~
x; = g ~ 0,86, x; = 1_75 ~ 2.14 e Optimalrichtung
Maximalwert: | 1\

6 15 57
Zmax = [ (x1,%5) = 2 -;+3 =R 8,14.




2.1.4 Das allgemeine lineare Optimierungsproblem, Standard- und Normalform

Definition 2.1: (Lineare Optimierungsaufgabe)
Ein Problem der Gestalt
2 A
Aj1 X1 + Ajpxy + -+ AjpnXy {=} b, i=1,..,n
<

Xj = 0, Vj EK C {1, ...,Tl}
Z = f(Xq, ., Xp) = €y + €1X1 + -+ + CpX,, » Max oder min
heil’t (allgemeine) lineare Optimierungsaufgabe (LP). /

(LP)

e Die Unbekannten x;,j =1, ...,n, heillen Entscheidungsvariablen,

zum Vektor x = (x4, ..., x,)T zusammengefasst.

e Die Funktion f bezeichnet man als Zielfunktion,
die bei der Optimierung zu beachtenden Nebenbedingungen als Restriktionen.

e Ein x € R", dass alle Restriktionen erfullt, heil3t zulassig oder zulassige Losung.
Die Menge aller zulassigen x € R" ist der zulassige Bereich B € R"

e Einx* = (x],..,x:)T € B mit grotmaoglichem (bei max-Aufgabe) bzw. kleinstmdglichem
(bei min-Aufgabe) Wert unter allen zulassigen Losungen heil3t optimale Losung.

e Den zugehdrigen Funktionswert z* = f (x5, ..., x3)T nennt man Optimalwert.



Vereinheitlichen der LP-Probleme:

1.

2.

In der Zielfunktion kann man das Absolutglied c, vernachlassigen. Dadurch bleiben
zulassige und optimale Losungen unverandert, nur der Optimalwert andert sich.

max-Probleme gehen in min-Probleme Uber, wenn die Zielfunktion mit -1 multipliziert
wird.

. Gleichungs-Restriktionen kann man jeweils durch zwei Ungleichungen (mit < und 2

anstelle von =) ersetzen.

. Ungleichungs-Restriktionen mit < werden durch Multiplikation mit -1 zu Ungleichungs-

Restriktionen mit 2.

. Fur nicht-vorzeichenbeschrénkte x; kann man ersetzen x; = x: — x:, %, % = 0.

j Mty =
Dadurch erhoht sich zwar die Variablenzahl, aber man kann die Nichtnegativiét fur alle
Variablen fordern.

= Jedes Optimierungsproblem kann wie ein Produktionsmodell (vgl. 2.1.1) formuliert
werden.

Definition 2.2:  (Standardform)

Liegt eine lineare Optimierungsaufgabe in der Form
aAij1X1 + Air Xy + -+ AinXn = bi, = 1, e, M

Xj 2 0,j=1,..,n

Z = f(xXq, e, Xp) = €1 X1 + -+ + Xy, — min

vor, so spricht man von einer Standardform.
Kurzform: Ax > b, x>0,z = f(x) =c’x > min. (LP1")

(LP1)



Definition 2.3: (Schlupfvariable, Normalform)

Durch EinfUhrung von sog. Schlupfvariablen y;,i = 1, ..., m, gewinnt man aus (LP1) die
Gestalt

A1 X1+ Qixxo + -+ apmx,—y; =b;, i =1,...,m )
x;=20,j=1,.,n ., (LP2)
y; =0, i=1,...,m

z = f(xq, ..., xp) = C1x1 + -+ + cpXx, = Mmin,
die man als Normalform bezeichnet.

Mit y = (y4, ..., vin)T lautet die Kurzform
Ax —y=b,x=>0,y=>0,z=f(x) =c’x > min (LP2") oder auch

(A|-E) (;) — b, (;) >0,z = (cT,07) (;) - min (LP2")

e

L

Schlupf




