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3. Kennzeichnung von Merkmalsverteilungen
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Lernziele zu Kapitel 3

e Wissen:

- Unterscheidung zwischen den verschieden Typen und grafischen
Darstellungsformen von PartikelgroRenverteilungen

- statistische Kennzahlen zur Beschreibung von Verteilungsfunktionen
- Kenntnis ausgewahlter statistischen Verteilungsgesetze

- normierte und nicht-normierte PartikelgroRenverteilungen

- Umgang mit zweidimensionalen Verteilungen

« Fahigkeiten:
- Bestimmung charakteristischer Verteilungsparameter aus gemessenen
Verteilungsfunktionen
- Diskussion von Unterschieden zwischen den mit verschiedenen Mengenarten
gewichteten Partikelgrof3enverteilungen
- Darstellung von PartikelgroRenverteilungen mithilfe von statistischen
Verteilungsgesetzen
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3.1 Kennzeichnung von Merkmalsverteilungen
- grafische Darstellung -
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PartikelgroRenverteilung - Darstellungsarten
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Partikelgrof3enverteilung (PGV) - Definition

Jrelative Haufigkeit” bezieht sich auf eine kumulierbare Eigenschaft des
Partikelsystems (Anzahl, Volumen, Masse, Lichtextinktion, ...)
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Definition:

- wird charakterisiert durch Mengenartindex ,,r*
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Dichte- und Summenfunktion der PGV

fraktioneller Mengenanteil:

(fur GrolRenklasse k)

Summenfunktion:
(an oberer Klassengrenze x,)

Ruckstandsfunktion:
(an unterer Klassengrenze x, ;)

Dichtefunktion:

diskretisiert:
(dargestellt Uber Klassenmitte x,)

transformierte Dichtefkt.:

geometr. Reihe von x:
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dQ,
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. dQ,
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o = din x b
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M, ... Anzahl
M, ... Volumen/Masse

Q (%)=0 Q(x)=1
bzw. Rr(X):l—Qr(X)

Jxxmax g, (x)dx=1

min

[ qr(£)de =1

N Xmin

(dargestellt Uber geom. Klassenmitte)
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Mengenart

111.1
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55 6 einheiten
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Relative Haufigkeit

Massenanteil

Partikelgrolie Partikelgrolie
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Mengenart

* Mengenartfunktion

- werden Partikel nicht Gber ihre Anzahl quantifiziert, so ist der Beitrag des
einzelnen Partikels zur Gesamtmenge der Partikel gré3enabhangig

- z.B. bei Oberflachenwichtung in Form einer quadratischen Funktion
- diese Abhangigkeit wird von der Mengenartfunktion erfasst A=x,(x)

» Beispiele fur Mengenarten

- Gewicht von Partikeln einheitl. Dichte: Kweight(X)~ X Qyeight(X)=a3(x)
- Réntgenschwichung an den Partikeln: Kxray ()~ X° Axray(X) =q3(x)
- Lichtextinktion an opaken pm-Partikeln: KEXt(X)x;umxz Gext(X)=q2(x)

- Lichtstreuung an Nanopartikeln Ksca(X)X<0’IumX6 Gint (X) =q6(x)

- Brechungsindexinkrement von Nanopartikeln: KRI(X)KO:umXS qri(x)=q3(x)

» Mengenartkonversion von A nach B

qp (x)= "5 (X)qA (X)/I 5 (X)dQA

K4 (x) K4 (X)
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Lineare oder logarithmische Abszisse?

100% 10 100% 1.5
9]_r“T] 8()0 nrn
S 80% - 18 S 80% 112
T T 100 nm
£ 60% - 16 £ 60% 1 0.9
= c
c 40% - T4 £ 40% 706
E 630 nm £
B 20% | 12 B 20% 103
0% ‘ 0 0% ‘ 0
0 0.5 1 15 2 0.01 0.1 1 10

PartikelgrofRe, um

PartikelgrofRe, um

* Dreite Verteilungen: logarithmische Abszisse aussagekraftiger
=» transformierte Dichtefunktion g*

e aber: Maxima von g* haben andere Bedeutung als fur g (grobere Partikel werden
Uberbetont)
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Charakteristische Verteilungsparameter

A Schwerpunkt der , 100 %
= Flache v
= O 84 %
T <
[ [
qg 2| 50 %
= ]
O -
a) e 16%
>
R (Va)]
Xmin Xr Xmax XZ Xmin X50,r Xmax XZ
Xmod,r Xi6,r  Xgar

aus Summenfunktion:

aus Dichtefunktion:
Modalwert(e) Xqoq,r Medianwert Xz
Mittelwerte Quantil-Paare - Verteilungsbreite

- arithm.: X, =X, =| X0, (X)dX - 2.B. Xy, & Xgq r
- Z.B. )(10’r & Xgolr

- harmon.: X, =]7/J'x‘1qr(x)dx
Standardabw.: s, = j(X—YU)qu (x)dx

.
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Charakteristische Verteilungsparameter

« Modalwert x4,
Der Modalwert beschreibt die héufigste(n) Partikelfraktion(en) und erlaubt Aussagen tber deren
Verénderung. Von seltenen Partikelfraktionen wird er nicht beeinflusst; fur seine Ermittlung muss man
die GrofSenverteilung an ihren Rdndern nicht genau auflésen. Vergleiche der auf dieselbe Mengenart
bezogenen Modalwerte verschiedener Gerdte zeigen die Korrelation der Aquivalentdurchmesser.

e Mittelwerte X, :
Mittelwerte enthalten stets Aussagen iber die gesamte Verteilung; sie zeigen sowohl Anderungen in den
Hauptfraktionen als auch an den Rédndern an. In arithmetischen Mitteln werden die feinen und groben
Fraktionen gleich gewichtet. Quadratische Mittelwerte betonen die Prédsenz von Grobpartikeln, wahrend
harmonische Mittelwerte vor allen von den feinen Fraktionen beeinflusst werden. Fiir die Bestimmung
von Mittelwerten muss die Dichtefunktion q(x) tber den gesamten GréfSenbereich, bekannt sein.

« Medianwert xg
Der Medianwert ist ein zweckmafSiges Maf fur die mittlere Lage der PGV. Zwar missen fir seine Bestim-
mung die Mengenanteile der feinsten und grébsten Partikel korrekt ermittelt werden, jedoch nicht ihre
PartikelgréfSen. Globale Anderungen am Partikelsystem werden vom Medianwert gut wiedergegeben.

* 90%-Quantil xg -
Dieses grobe Quantil ist oft ein geeigneter Parameter um die Verdnderungen am groben Ende der
Gréfsenverteilung zu Uberwachen. Es ist zwar kein Ersatz fir die maximale PartikelgrofSe, Iésst sich aber
mit hbherer Zuverldssigkeit als die maximale Partikelgrofse oder xq . ermitteln. Das gilt insbesondere bei
Dateninversion im Fall spektroskopische Messprinzipien.
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Enge und breite Grof3enverteilungen

monodispers polydispers
(elnheltllche GroBe bzw. sehr eng verteilt) (bret verteilt)

;‘- 11
A 5

mr———————— 3
POLIMER 3SULFO HMUT TU DRESDEN

Standardabweichung: s, < 0.05 - x; . Standardabweichung: s, > 0.05 - x; ,
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3.2 Kennzeichnung von Merkmalsverteilungen
- Momente und mittlere PartikelgrofSsen -
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Momente einer Verteilung

» Definitionen
~ ktes Moment von g,(x) M,, :j ™ x*.g,(x)dx (Erwartungswert von x¥)

min

- unvollstand. k-tes Moment M, (a, 8) = Iﬂ X - q,(x)dx

- zentrales k-tes Moment m, , :I (x—xllr)k () dx

« allgemeine Betrachtung
- momentenerzeugenden Fkt. yr(t)zj‘ e g,(x)dx

: 0"
- Ableitg. des k-ten Moments M, = 'llfr
ot
t=0
. o In
- Ableitg. der k-ten Kumulante «, = k'uf
‘ ot
t=0
M, M
« Umrechnung der Momente: M, , =—= M, , =—2
M r-e.e M r,0
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Zur Veranschaulichung von Momenten
Deutung am drehbar gelagerten Balken

« Drehmoment fur raumlich verteilte Krafte (= Kraft x Hebelarm):

Das resultierende Drehmoment fur die Rotation um eine Achse ergibt sich durch
Aufsummieren der Produkte aus Teilkraft F; und jeweiliger Hebellange I; das gleiche
Drehmoment wirkt, wenn die gesamte Kraft im mittleren Hebelabstand () angreift.

'—.\
4 \
/ \

D L 111

l\\Fu

~

o Tragheitsmoment fur raumlich verteilte Massen (= Masse x Achsenabstand?)
Die kinetische Energie einer bewegten Masse entspricht der Halfte des Produktes
aus Masse und Geschwindigkeitsquadrat. Rotiert die Masse um eine Achse, kann
ihre Geschwindigkeit als Produkt von Winkelgeschwindigkeit und Achsenabstand
berechnet werden. Die kinetische Energie eines Korpers resultiert folglich aus der
Winkelgeschwindigkeit und der Summe aus Teilmassen m; und den quadrierten
Achsenabstanden r;, dem Tragheitsmoment.

I :<r2>-2mi =Y rm, :Jrzdm
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Momente - Interpretationen

 M,, anzahlgewichteter Erwartungswert von x (der Lange)
z.B. mittlere Lange/Grd3e bei Mikroskopauszahlung oder FBRM

« M,, flachengewichteter Erwartungswert von x (der Lange)

M3 volumengewichteter Erwartungswert von x (der Lange),
z.B. mittlere Grole bei Siebanalyse

 M,, anzahlgewichteter Erwartungswert von x2 (der Flache)
z.B. mittlerer Extinktionsquerschnitt bei optischen Partikelzahlern (x>>1 pm)

« M,, flachengewichteter Erwartungswert von x2 (der Flache),
z.B. Mittelwert der Extinktionsflache bei Dynamischer Extinktion (x>>1 pm)

« M, 5 volumengewichteter Erwartungswert von x' (der volumenspezifischen Flache),
z.B. mittlere volumenspezifische Oberflache

« M;3; volumengewichteter Erwartungswert von x3 (des Volumens),
z.B. effektives Volumen beim Feststoffmischen

« M,s volumenquadratgewichteter Erwartungswert von x,
z.B. mit DLS bestimmter, effektiver Diffusionskoeffizient (x < 100 nm)

« M,s volumenquadratgewichteter Erwartungswert von x2,
z.B. mit opt. Zentrifugationsanalyse bestimmte mittlere Sinkgeschwindigkeit
nicht-absorbierender Nanopartikel (x < 100 nm)

o
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Mittlere Partikelgrof3en

« allgemeines Potenzmittel = k . \/J X (Ho6ldersche Mittelwert)

» Beispiele

- harmonisches Mittel Xy, =M, = }/J‘ " q,(x)/xdx —7/2 AQ)

mln

| 1)

- geometrisches Mittel  X;, =¢/M,, :exp(J'X"_’ax In x-qr(x)dx) =[x

- arithmetisches Mittel X, =M, :fxmax

Xmin

- quadratisches Mittel X, =,/M,, \/I Xt )dx:\/ZszAQr,j
mln j

- kubisches Mittel X, =3M,, \/'[ RS )dx=§/ZYfAQ”-
mln j

X-q,(Xx)dx=>"X,AQ, ,

TECHNISCHE LV: Partikelmesstechnik S
UNIVERSITAT Folie 76 prespen & N
DRESDEN Frank Babick, AG Mechanische Verfahrenstechnik, 2024 concept B 4



SAUTER-Durchmesser

Partikelsystem volumengleiche Kugeln Kugel mit x¢;
o
° o @
O

oO"@ O
o | x5 dQ, 6
OO ;I Q

XsT = =
o j x2dQ, ¥-Sy
Volumen Vg, Volumen Vg, Volumen T Xsr
Oberflache Sy Oberflache #+Syq, Oberfliche  T-Xsr
i 6
vol.-spez. OF §, = —2=F vol.-spez. OF =S, vol.-spez. OF ¥-S, =
disp ST

Sauter-Durchmesser = spezieller Mittelwert der PartikelgroRenverteilung,
unmittelbar mit der volumenspezifischen Oberflache verbunden
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Beschreibung von Breite und Form einer Verteilung

» Verteilungsbreite
- Varianz:

- Standardabweichung:

- geometr. Std.-abw.:

e Form der Verteilung

- Schiefe:

- Wolbung:

- Exzesswolbung:

TECHNISCHE
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m3 r 1 Ximax —
V1= 3/12 3 ( o Xl,r
m2,r Sr Xmin

m4r l Xrmax —
W: ! :—.J X_X]_

mzz’r S:‘- Xmin ( o
7, =W-3

)3 .q,(x)dx

71 < 0 — linksschief, y; = 0 - symmetrisch, y;, > 0 — rechtsschief

)4 -q,(x) dx

_ K4,r

2
K2,r

+3

7 < 0 — flachgipfelig, », = 0 —» normalgipfelig, », > 0 — steilgipfelig

LV: Partikelmesstechnik
Frank Babick, AG Mechanische Verfahrenstechnik, 2024
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3.3 Kennzeichnung von Merkmalsverteilungen
- mathematische Verteilungsfunktionen -
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Normalverteilung (NVT)
Gaufs-Verteilung, Gaufssche Glockenkurve

o\2n

—\2
» Dichtefunktion: nd(x): 1 exp(—l(ﬂjj

Parameter: arithmetischer Mittelwert X und Standardabweichung o

« Summenfunktion: ND(x)= J. nd(&)dé

« Median- und Modalwert Xso = Xiog = X

mod

e Schiefe und Exzesswoélbung: =0 5 =0

* Anmerkungen
- Definitionsbereich umfasst negative PartikelgrofRen
- Verteilung von Messwerten, z. B. bei der PartikelgroRenanalyse
- selten genutzt fur PGVe" (nur bei engen Verteilungen)
- negative Momente nicht unbedingt konvergent
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Logarithmische Normalverteilung (LNVT)

log-normal distribution

2

 Dichtefunktion: Ind(x):#exp 1 ilni

O - XN 2T 2\ 0y X5

Parameter: Medianwert x;, und logarithmische Standardabweichung g;,
« Summenfunktion: LND(X):jInd (&)de
0

 Mittel, Modalwert, Momente: X, = X, , gH Ximod = Xso R M, = Xz, g
o Std.-abw., Schiefe & Exzess: s=xXvye’" —1 7, = (2+e"'2n ) e —1

y, = €' 4 263" 1367 _6
* Anmerkungen
- einfache Umrechnung der Mengenarten und Momentenberechnung
- alle Momente sind berechenbar
- gute Approximation fur viele technische Partikelsysteme
- gunstig fur Modellierung von partikeltechnologischen Prozessen
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Logarithmische Normalverteilung (LNVT)

Darstellung im log. Wahrscheinlichkeitsnetz

99.9

99.5

|||||

99

1 . : 0.14 o
Xemin = X Xmax = X9 9! *
! min 0.1 max 99.9: 1 O.lZFI. . l:.
o 0.8 ' = S5
c | +01 = &
S : 5 Qo
< 0.6 7 : 1008 § g
3 | > -
S | 006 g o
2 0.4- | = E
| ()] @
£ | 004 -
N 0.2 - | a2 o :
+ 0.02 5
0 T T '\ 0 ? : il
0 10 20 30 40 05 :
Partikelgrof3e x, um i i i
04 il
* logarithmisches Wahrscheinlichkeitspapier: S S S M

Partikelgréfe x

Umkehrfunktion von @vs. logarithmische GroBenachse

o ermoglicht:
- Test, ob eine exp. bestimmte Summenfunktion als LNVT erklarbar
- Parametrierung dieser der LNVT, wobei o, =In x;, /%
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RRSB-Verteilung (n. RosiN, RAMMLER, SPERLING & BENNETT)
WEiBULL-Verteilung

p-1 P
» Dichtefunktion: rer(X):i-(L] 'eXp([XjJ
Xes \ Xe3 Xes

Parameter: 63%-Quantil x;; und Verteilungsformparameter p

p
« Summenfunktion: RRSB(X)_lexp{LXjJ
X
63 1 1 n
« Median, Mittel+Modalwert: X, =¥In2-x, X = Xg3 -F(—+1J Ximod = Xe3 -(1——]
P P
 Varianz, Momente: S“ =X || —+1|-1]—+1 M, =Xg -] —+1
P P P

* Anmerkungen
- Form (z.B. Schiefe und Exzesswolbung) stark abhangig vom Formparameter p
- Mengenartkonversion von g5(x) in gq(x) nur fur p >3
- gute Approximation fur g5(x) von Zerkleinerungsprodukten (Mahlprozesse)
- grafische Regression im RRSB-Netz
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GGS-Verteilung (n. Gates, GAUDIN & SCHUHMANN)

Potenzverteilung
m x )\
» Dichtefunktion: ggs(x) = [ j
Xmax Xmax
Parameter: 63%-Quantil x;; und Verteilungsformparameter p
« Summenfunktion: GGB(x) :[Lj
Xmax
m Xomer M>1
« Median, Mittel+Modalwert: X, = \/;xmax X =——Xay X 4=3
m+1 0, m<l1

X [ m
» Standardabw., Momente: §=—. Mkzi-xr"nax, k+m>1
m+1 V\m+2 m-+Kk

* Anmerkungen
- Form (z.B. Schiefe und Exzesswolbung) stark abhangig vom Formparameter m
- Mengenartkonversion von g5(x) in gy(x) nur furm >4
- gute Approximation fur g5(x) beim Grobzerkleinern (Brecher mit Maximalspalt)
- grafische Regression im doppeltlogarithmischen Netz
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Vergleich von NVT und LNVT

« Standardnormalverteilung:

2 p 0.12 ,
1 X : -

(p(X):\/z_e 2 I e 20z } : —NVT

T —0 g : LNVT
Transformation  Q,(x)=®(z s 0.08 - !
g |
< :
« Normalverteilung (NVT): E !
, © 0.04 !
X — X 1 = 5 !
7 = T%or q,(x) = e 2 5 |

S, s, V2n ! \
0 ; —

0 10 20 30 40

» Logarithmische Normalverteilung (LNVT): PartikelgroRe x, um

z
1 I X 1 -
Z= n qr(x)_—e Xso=10pm, s =4pum
O Xsor 2m
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Vergleich von LNVT, RRSB und GGS
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