
Klausurenplanung
oder das Problem der Knotenfärbung
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Plan für heute

- (k-)Färbung

- chromatische Zahl 𝝌(𝑮)
- Abschätzung der chromatischen Zahl
- verschärfte Abschätzung der chromatischen Zahl à Satz von Brooks (1941)

- Algorithmen zur Färbung
- einfacher Färbealgorithmus
- Welsh-Powell-Algorithmus
- sequenzielle Algorithmus nach dem minimalen Knotengrad

- Anwendungen der Knotenfärbung
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Das Klausurenproblem
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(Knoten-)Färbung, Farben, k-färbbar, chromatische Zahl

Sei 𝑮 = (𝑽,𝑬) ein Graph mit 𝐕…𝑴𝒆𝒏𝒈𝒆 𝒅𝒆𝒓𝑲𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 und 𝐄…𝑴𝒆𝒏𝒈𝒆 𝒅𝒆𝒓𝑲𝒂𝒏𝒕𝒆𝒏. 

Sei 𝑭 eine beliebige Menge … Menge der Farben.

- 𝒇 heißt Farbe ⟺𝒇 ∈ 𝑭

- Eine (𝑲𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏−)𝑭ä𝒓𝒃𝒖𝒏𝒈 ist eine Abbildung 𝒄:𝑽 → 𝑭, sodass 𝒄(𝒖) ≠ 𝒄 𝒗 für bel. 𝐮, 𝒗 ∈ 𝑽mit 𝒖,𝒗 ∈ 𝑬.

- 𝑮 ist 𝒌− 𝒇ä𝒓𝒃𝒃𝒂𝒓, falls es eine Färbung 𝒄:𝑽 → {𝟏, 𝟐,… , 𝒌} gibt.

- Das kleinste 𝒌, für das 𝑮 noch 𝒌− 𝒇ä𝒓𝒃𝒃𝒂𝒓 ist, heißt 𝒄𝒉𝒓𝒐𝒎𝒂𝒕𝒊𝒔𝒄𝒉𝒆 𝒁𝒂𝒉𝒍 𝝌(𝑮) von 𝑮.
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offensichtlich 7-färbbar
à jeder Knoten erhält eine 

eigene Farbe 

è jede Klausur an einem 
einzelnen Tag
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Übung: Bestimmung der chromatischen Zahl eines Graphen
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Übung: Bestimmung der chromatischen Zahl eines Graphen

χ c = 3 χ d = 6

χ e = 3 χ f = 3
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Gesucht: grobe Abschätzung der 
chromatischen Zahl anhand der 

Beispiele…

1 ≤ 𝜒 𝐺 ≤ 𝑛
n…Anzahl der Knoten



Knotenfärbung
Institut für Numerische Mathematik // Paul Beutel
Dresden // 8. Dezember 2022

Folie 11

Satz zur Abschätzung der chromatischen Zahl anhand 𝚫(𝐆)

𝑆𝑒𝑖 𝐺 𝑒𝑖𝑛 𝐺𝑟𝑎𝑝ℎ 𝑢𝑛𝑑 Δ(𝐺) 𝑑𝑒𝑟 𝑀𝑎𝑥𝑖𝑚𝑎𝑙𝑔𝑟𝑎𝑑 𝑣𝑜𝑛 𝐺, 𝑑𝑎𝑛𝑛 𝑔𝑖𝑙𝑡:
1 ≤ 𝜒 𝐺 ≤ Δ(𝐺) + 1.

Beweis: mittels eines Algorithmus‘, der zu jedem G eine Färbung konstruiert, welche maximal Δ(𝐺) + 1
Farben enthält.
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Färbungsalgorithmus

Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) + 1
Farben.

Schritt 1 Knoten von 𝐺 mit 𝑣!, … , 𝑣"
nummerieren.

Schritt 2 𝑣! mit Farbe 1 färben.
Schritt 3 Knoten der Reihe nach betrachten und 

für jeden die kleinste unbenutzte Farbe 
in Bezug auf die bereits eingefärbten 
Nachbarn auswählen.
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Fortsetzung Beweis…

- Färbungsalgorithmus färbt die Knoten der Reihe nach so, dass zwei benachbarte Knoten 
unterschiedliche Farben bekommen

- ein Knoten besitzt maximal 𝚫(𝐆) Nachbarn (folgt aus Definition von 𝚫(𝐆))

- Somit werden maximal 𝚫 𝑮 +𝟏 Farben verwendet

w. z. b. w.
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Übung: Färbungsalgorithmus
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Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) +
1 Farben.

Schritt 
1

Knoten von 𝐺 mit 𝑣!, … , 𝑣"
nummerieren.

Schritt 
2

𝑣! mit Farbe 1 färben.

Schritt 
3

Knoten der Reihe nach betrachten 
und für jeden die kleinste 
unbenutzte Farbe in Bezug auf die 
bereits eingefärbten Nachbarn 
auswählen.
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Überlegung…

1 ≤ 𝜒 𝐺 ≤ Δ(𝐺) + 1

Frage: In welchem Beispiel 
ist die Abschätzung scharf, 

also 𝜒 𝐺 = Δ(𝐺) + 1?

Antwort: Beispiel (d)
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Satz von Brooks 

Sei 𝐺 ein zusammenhängender Graph mit 𝑛 > 2.
Dann gilt: 𝜒 𝐺 ≤ Δ(𝐺), außer 𝐺 ist vollständig oder ein 

Kreis ungerader Länge. In diesen beiden Fällen gilt 
𝜒 𝐺 = Δ 𝐺 + 1.
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Beweis für den Fall, dass nicht alle Knoten 𝚫 𝐆 als Grad haben…

- Sei 𝑮 ≔ 𝑽,𝑬 , 𝑮 …𝑨𝒏𝒛𝒂𝒉𝒍 𝒅𝒆𝒓𝑲𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 𝒗𝒐𝒏𝑮,𝒅 𝒗 …𝑮𝒓𝒂𝒅 𝒗𝒐𝒎𝑲𝒏𝒐𝒕𝒆𝒏 𝒗

- Induktion nach 𝑮

- 𝚫 𝑮 ≤ 𝟐 ⇒ 𝑮 𝒊𝒔𝒕 𝑾𝒆𝒈 𝒐𝒅𝒆𝒓 𝑲𝒓𝒆𝒊𝒔à Behauptung ist ersichtlich 

- Sei nun 𝚫 𝑮 ≥ 𝟑.

- Induktionsanfang: 𝐺 = 3

- Annahme: Δ 𝐺 ≥ 3à nichts ist zu zeigen J

- Induktionsvoraussetzung: 𝝌 𝑯 ≤ 𝚫(𝑯) für alle Graphen H mit 𝑯 < |𝑮|
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Induktionsschritt

- Wähle 𝒗 ∈ 𝑽mit 𝒅 𝒗 < 𝚫 𝑮 (existiert, da nicht alle Knoten Maximalgrad haben)

- betrachte nun 𝑯≔ 𝑮−𝒗

- 𝑯 besitzt weniger Knoten als 𝑮à kein Knoten in H hat mehr Nachbarn als in G, da 𝚫 𝑯 ≤ 𝚫 𝑮

- IV à es existiert 𝚫 𝑮 -Färbung von 𝑯

- anschließend noch 𝒗 zu färben

- 𝑣 hat nur 𝑑 𝑣 < Δ G Nachbarn à mindestens eine der Δ 𝐺 − 𝑣𝑖𝑒𝑙𝑒𝑛 Farben bleibt für 𝑣 übrig à somit 
entsteht Δ 𝐺 -Färbung für 𝐺
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Welsh-Powell-Algorithmus

Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) + 1
Farben.

Schritt 1 Knoten von 𝐺 mit 𝑣!, … , 𝑣"
nummerieren, 
sodass 𝑑 𝑣! ≥ 𝑑 𝑣# ≥ ⋯ ≥ 𝑑(𝑣").

Schritt 2 𝑣! mit Farbe 1 färben.

Schritt 3 Knoten der Reihe nach betrachten und 
für jeden die kleinste unbenutzte Farbe 
in Bezug auf die bereits eingefärbten 
Nachbarn auswählen.
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Übung: Welsh-Powell-Algorithmus
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Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) +
1 Farben.

Schritt 1 Knoten von 𝐺 mit 𝑣!, … , 𝑣"
nummerieren, 
sodass 𝑑 𝑣! ≥ 𝑑 𝑣# ≥ ⋯ ≥ 𝑑(𝑣").

Schritt 2 𝑣! mit Farbe 1 färben.

Schritt 3 Knoten der Reihe nach betrachten 
und für jeden die kleinste 
unbenutzte Farbe in Bezug auf die 
bereits eingefärbten Nachbarn 
auswählen.
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Sequenzieller Algorithmus nach dem minimalen Knotengrad

Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) + 1 Farben.

Schritt 1 a) Knoten mit kleinstem Grad à 𝑣"
b) Für 𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2, … , 1 Knoten mit kleinstem 

Grad im knotengelöschten Untergraphen 𝐺 −
𝑣", 𝑣"$!, … , 𝑣%&! wählen à 𝑣%

Schritt 2 𝑣! mit Farbe 1 färben.

Schritt 3 Knoten der Reihe nach betrachten und für jeden die 
kleinste unbenutzte Farbe in Bezug auf die bereits 
eingefärbten Nachbarn auswählen.
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Übung: Sequenzieller Algorithmus 
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Input Graph 𝐺.

Output Knotenfärbung mit maximal Δ(𝐺) +
1 Farben.

Schritt 1 a) Knoten mit kleinstem Grad à 𝑣"
b) Für 𝑖 = 𝑛 − 1, 𝑛 − 2,… , 1 Knoten 

mit kleinstem Grad im 
knotengelöschten Untergraphen 
𝐺 − 𝑣", 𝑣"$!, … , 𝑣%&! wählen à
𝑣%

Schritt 2 𝑣! mit Farbe 1 färben.

Schritt 3 Knoten der Reihe nach betrachten 
und für jeden die kleinste 
unbenutzte Farbe in Bezug auf die 
bereits eingefärbten Nachbarn 
auswählen.
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Vergleich der Klausurenpläne

Tag beliebig einfacher Welsh-Powell sequentieller
Deu 1 1 1 1

Bio 2 2 2 3
Mat 3 3 3 3

Gesch 4 2 2 2

Lat 5 2 2 2

Eng 6 3 3 2

Phy 7 1 1 1
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Anwendungsbeispiele

- Stundenplanerstellung

- Klausurenplanung

- Zuordnung von Bandbreiten, sodass keine Überschneidungen
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