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3 Aufgabe 3.9

3.1 Aufgabenstellung

Ein Einfeldtrager wird durch eine Streckenlast sowie eine vertikale und eine horizontale Einzel-
kraft belastet.
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Abbildung 1: Gegebenes System

1. Gegeben: Fy = 10qa, Fy, = 5qa, q, a

2. Gesucht:
a) Lagerreaktionen in A und B
b) Schnittreaktionen und deren graphische Darstellung (Schnittgrofenverldaufe)

¢) Maximaler Betrag des Biegemoments

3.2 Loésungsvorschlag

Fiir die Losung der Aufgabe wird folgendes Vorgehen vorgeschlagen:
1. Priifung der Statischen Bestimmtheit n
2. Freischnitt
3. Gleichgewichtsbedingungen und Berechnung der Lagerreaktionen
4. Schnittgroenverlaufe - Losung mit bereichsweiser Betrachtung
5. SchnittgroBlenverldufe - Alternative Losung mit Superpositionsprinzip

6. Maximaler Betrag des Biegemoments
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3.2.1 Priifung der Statischen Bestimmtheit »
Die Statische Bestimmtheit eines Systems wird definiert durch
n=c+g—>b (1)

mit ¢ der Anzahl an Lagerreaktionen, g der Anzahl an Gelenkreaktionen und b der Anzahl an
Gleichgewichtsbedingungen.

Fiir das Gesamtsystem gilt

1. Anzahl an Lagerreaktionen: 1x2-wertiges Lager und 1x1-wertiges Lager c=2+1=3
2. Anzahl an Gelenkreaktionen: keine Gelenke vorhanden g = 0

3. Anzahl an Gleichgewichtsbedingungen: Ebene Betrachtung, 1 Korper b = 3

Die Statische Bestimmtheit des Gesamtsystems ergibt sich somit zu

n=c+g—b=34+0-3=0 —  statisch bestimmt (2)

3.2.2 Freischnitt

Der Freischnitt ist in Abbildung [2] dargestellt. Das 2-wertige Lager in A besitzt eine horizontale
und eine vertikale Kraftkomponente. Das 1-wertige Lager in B nur eine vertikale Lagerkraft.
Statt der Streckenlast ¢ wird die Resultierende Fr = ¢ - 2a angetragen. Da die Streckenlast
konstant ist und iiber eine Léange 2a wirkt, wird die Resultierende bei halber Streckenlastlange
a angesetzt, vgl. Tabelle Ersatzschaubilder Streckenlasten aus Kapitel 3.

System Freischnitt
a a
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Abbildung 2: Freischnitt

3.2.3 Gleichgewichtsbedingungen und Berechnung der Lagerreaktionen

Fiir den in Abbildung [2| dargestellten Freischnitt konnen zunéchst die Kriftegleichgewichts-
bedingungen aufgestellt werden.

—: FAH—FQZFAH—5QCL =0 (3)
T Fayv+Fpy — Fr—Fy = Fav + Fpy —2qa — 10ga =0
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Wird das Momentengleichgewicht um Punkt A betrachtet, so gilt

A:—Fp-2a— F -4a+ Fgy - 50 = —4qa® — 40qa® + Fgy - 5a = 0 (4)

Losen und Einsetzen liefert die Lagerreaktionen

Fag =bqa
FBV = 8,8(]& (5)
Fay = 3,2qa

3.2.4 SchnittgroBenverldufe - Losung mit bereichsweiser Betrachtung

In diesem Losungsvorschlag werden die Schnittgrofienverlaufe ausgehend vom linken Balkenrand
bestimmt. Prinzipiell ist es allerdings egal, ob die Schnittgrofenverlaufe von links oder rechts
anfangend bestimmt werden. Fiir die Berechnung der Schnittgroflenverldufe wird der Balken in
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Abbildung 3: Absteckung der Bereiche 1) bis 4)

vier Abschnitte aufgeteilt, vgl. Abbildung . Teilbereiche sind erforderlich bei Anderungen in der
Belastung (Beginn oder Ende Streckenlast, Angriffspunkt Einzellast), Lagern und Anderungen
in der Geometrie (hier nicht vorhanden). Fiir jeden einzelnen Bereich wird ein neues Koor-
dinatensystem z; definiert. Die Bereiche werden einzeln freigeschnitten und die Schnittgrofien
angetragen, Abbildung[dl Bereichsweise werden dann die Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt

linkes System rechtes System
F,
Mb Q Mb
é D" <L ;
— " <
Zi @ Zi

Abbildung 4: Linkes und rechtes System

und die Schnittgrofien so berechnet. Wird das Momentengleichgewicht um das Schnittufer auf-

gestellt, so wird dies mit P bezeichnet. Innerhalb dieses Losungsvorschlags wird immer das
linke System betrachtet.
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Bereich1) 0 < z<abzw. 0 <2, <a

1. Freischnitt + Gleichgewicht

F Mbl
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A Fon
Fay

—

Abbildung 5: Freischnitt Bereich 1)

—: Fag + Fiq =0= Fp1= —Fug = —5qa
TZ FAV — FQl =0= FQl = FAV = 3,2(]& (6)

P: Faov-z1—Myy =0= My= Fay-21 = 3,2qa-z1

2. Bereichsgrenzen betrachten

Bereichsgrenze bei z; =0

—: Frq (Zl = 0) = —5qa
T Foi(zs =0) = 3,2qa (7)
P: Mp(z=0)= 32ga-0 = 0

Hinweis: Da am linken Rand des Balkens ein Festlager angesetzt ist, muss der Biegemo-
mentenverlauf hier null ergeben, da Festlager keine Biegemomente aufnehmen koénnen.

Bereichsgrenze bei z; = a

—: Fri(z=a) = —bHqa
T Foi(z1r=a) = 3,2qa (8)
P: My(z1=a)= 32qa-a = 3,2qa*

3. SchnittgroBenverldufe zeichnen

a) Langskraftverlauf: F; = —bga = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Va-
riablen z; ab und ist deshalb konstant.

b) Querkraftverlauf: Fiy; = 3,2ga = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Varia-
blen z; ab und ist deshalb konstant.

¢) Momentenverlauf: M, = 3,2qa - z; = linear. Die Funktion héngt linear von der
Variablen z; ab.
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Hinweis: Innerhalb dieses Losungsvorschlags werden die Schnittgroflenverlaufe zunéchst
fiir jeden Bereich einzeln gezeichnet. Dies geschieht lediglich, um den Aufbau der graphi-
schen SchnittgroBenverlaufe iibersichtlicher darstellen zu konnen. Die komplette Darstel-
lung der Schnittgréfenverlaufe wie in Abbildung [15] ist ausreichend, um die Aufgaben-
stellung zu erfiillen. Eine einzelne Bereichsdarstellung muss nicht gemacht werden, aufler
es wird ausdriicklich in der Aufgabenstellung verlangt.

F Mbl
AH ‘
_>‘ |% FLl
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Fay
0 ‘a

Fr :—5qa
Iq :
3,2qa
M, :
il:a,zqa?

Abbildung 6: SchnittgroBenverldufe Bereich 1)

Hinweis: Wo am Balken die positiven und negativen Anteile der Schnittgréfien angetragen wer-
den, ist abhéngig von der Definition der Teilbereiche und vom gewéhlten Freischnitt, Abbildung
[

linkes System rechtes System
F,
© ¥ tHuw ©
F
é I?* "<t §

Abbildung 7: Positive und negative Auftragungsbereiche am linken und rechten System
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Bereich 2) 0 <z <3a und 0 < 2, < 2a

1. Freischnitt + Gleichgewicht
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Abbildung 8: Freischnitt Bereich 2)

—>: Fag + Fro =0= Fp= —bqa
1 Fay — F, — Fgo =0= Fg = 3,2qa — q - 2o (9)
P: Fay-(a+2z)—F,-2—My =0= My= 32¢az +32¢a—q- 3

vl

2. Bereichsgrenzen betrachten
Bereichsgrenze bei zo = 0

FLQ(ZQ = 0) = —5qa (10)
Foa(z2 =0) = 3,2¢a (11)
Mio(z, = 0) = 3,2qa® (12)

Hinweis: Die Schnittgrofenverldufe an den Bereichsgrenzen z; = a und z3 = 0 miissen
iibereinstimmen, da hier keine Einzel- oder Lagerkrifte angreifen.

Bereichsgrenze bei 2o = 2a

Fro(z2 = 2a) = —bqa (13)
Foo(z = 2a) = 1,2qa (14)
My (2 = 2a) = 7,6qa” (15)

3. Schnittgroenverliufe zeichnen

a) Langskraftverlauf: Fro = —bga = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Va-
riablen z, ab und ist deshalb konstant.

b) Querkraftverlauf: Fiyo = 3,2ga — q- 22 = konstant - linear. Die Funktion besitzt einen
konstanten und einen linearen Anteil.

c) Momentenverlauf: My, = 3,2ga* + 3,2qazy — q - é = konstant-+linear-quadratisch.
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Da die Verldufe der Querkraft und des Moments aus mehreren Anteilen bestehen, werden
Schaubilder gezeichnet, um den Verlauf der Schnittgréfen nachvollziehen zu kénnen. Fiir
den endgiiltigen SchnittgroBenverlauf ist die Verwendung eines Schaubildes hilfreich.
Hierfiir werden alle positiven SchnittgroBenanteile zusammengezéhlt und als blaue Linie
iiber der z-Achse aufgetragen. Anschlieend werden alle negativen SchnittgréfSenanteile
zusammengezihlt und als rote Linie iiber der z-Achse aufgetragen. Dabei wird das Vorzei-
chen vernachléssigt. Der Abstand zwischen der roten und blauen Linie ist in Abbildung 9]
grau dargestellt. Die graue Fliche entspricht dabei der resultierenden Fliche der Schnitt-
grofle infolge der Superposition und kann einen Hinweis auf den Schnittgroflenverlauf
geben.

Querkraftverlauf

Foo = 3,2qa — q - zo=konstant-linear

bleibt
I/ 3,2qa
-2qa
=1,2qa
Momentenverlauf

My = 3,2qa® + 3,2qa - 2z — q - —konstant+hnear quadratisch
bleibt 6,4qa’
3,2qa?

—2qa?
= 7,6qa®

Abbildung 9: Schaubilder Bereich 2)

Hinweis: Das Zeichnen von Schaubildern kann eine Hilfestellung sein, um den Schnitt-
groflenverlauf zu bestimmen. Alternativ kann der Schnittgroflenverlauf auch direkt be-
stimmt werden oder indem mehrere Punkte in die Funktion, z.B. M,(z), eingesetzt und
ausgewertet werden und zwischen den berechneten Funktionswerten der Schnittgrofien-
verlauf extrapoliert wird. Wichtig ist, dass aus der Skizze der Schnittgréfienverlaufe klar
hervorgeht,

a) ob der Verlauf im betrachteten Bereich konstant, linear oder nichtlinear ist.
b) bei nichtlinearem Verlauf: ob der Verlauf konkav oder konvex ist.

¢) wo die Extremwerte (Minimum, Maximum) liegen und deren Zahlenwerte.

Die Schnittgroflenverldufe setzen sich zusammen aus den Schnittgréfenverlaufen von Be-
reich 1) fiir 0 < z < @ und den SchnittgroBenverlaufen fiir Bereich 2) fiir a < z < 3a.
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Abbildung 10: SchnittgroBenverlaufe Bereich 2)
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Bereich 3) 0 <z <4a bzw. 0 < z3<a
1. Freischnitt 4+ Gleichgewicht
Fr=2qa
Y
q Mys
Fay YYYYYY
—>‘ | Frs
\
Fay [ FQ3
I I | =3
a 2a
Abbildung 11: Schnittreaktionen Bereich 3)
—: Fag + Fis =0= Fi3= —Fay = —5¢qa
TZ FAV—FR—FQg =0= FQ3: Faoy— Fgp = 1,2(]&
P: Fay-(Ba+23)—Fr-(a+23) — Mz =0= My = 1,.2qgaz; + 7,6qa®
(16)
2. Bereichsgrenzen betrachten
Bereichsgrenze bei z3 = 0
FLg(Z'g = 0) = —5qa (17)
Fos(z3 =0) =1,2¢a (18)
My3(z3 = 0) = 7,6ga” (19)

Hinweis: Die Schnittgroflenverldufe an den Bereichsgrenzen z, = 2a und z3 = 0 miissen

iibereinstimmen, da hier keine Einzel- oder Lagerkréfte angreifen.

Bereichsgrenze bei 23 = a

3. Schnittgroflenverldufe zeichnen

a) Langskraftverlauf: Fr3 = —bga = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Va-

riablen z3 ab und ist deshalb konstant.

b) Querkraftverlauf: Fy3 = 1,2ga = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Varia-

blen z3 ab und ist deshalb konstant.

¢) Momentenverlauf: M3 = 7,6ga> + 1,2qazz = konstant+linear.

Da der Verlauf des Biegemoments aus mehreren Anteilen besteht, wird ein Schaubild

gezeichnet, um die Form des Verlaufs besser abschétzen zu konnen.
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Momentenverlauf

Mg = 7,6qa® + 1,2qa - zs=konstant-+linear

bleibt
‘/}L—/ 1,2qa®
7,6qa”
= 8,8¢qa’

Abbildung 12: Schaubild Bereich 3)

q
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Iq
3.2qa | 1,2qga | 1,2qa
M,
/ 3,2qa’ 7.6qa® | 8,8qa*
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Abbildung 13: SchnittgroBenverliufe Bereich 3)
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Bereich 4) 0 < z <ba bzw. 0 <z, < a
1. Freischnitt 4+ Gleichgewicht
Fr =2qa
: F
Y
My
Fag Tyyyvyvd 15
—" -~ | FL4
Fuv — Fau
— — 2z
a 2a a
Abbildung 14: Freischnitt Bereich 4)
—: Fag —F+ Fry =0= F,u= —5qa—|—5qa:0
T FAv—FR—Fl—FQ4 =0= FQ4: —8,8qa
P: FAV . <4CL—|—Z4) — FR' (2&+Z4) - F1 * 24— Mb4 =0= Mb4 = 8,8qa2 —8,8QCLZ4
(23)
2. Bereichsgrenzen betrachten
Bereichsgrenze bei z4 = 0
FL4(Z4 == 0) =0 (24)
Foi(z =0) = —8,8¢a (25)
Myy(24 = 0) = 8,8qa® (26)

Hinweis: Die Schnittgroflenverldufe an den Bereichsgrenzen z3 = a und z4, = 0 miissen fiir

Fg und Fp, nicht iibereinstimmen, da hier Einzellasten angreifen.

Bereichsgrenze bei 24 = a

FL4(Z4 = a) =0 (27)
Fos(z4 = a) = —8,8qa (28)
Mpy(z4 =a) =0 (29)

Hinweis: Die Schnittgroflenverldufe an der Bereichsgrenze z; = a miissen von dem ange-
schlossenen Lager aufgenommen werden konnen. Da am rechten Balkenrand ein Losla-
ger angreift, kann dieses nur Querkréfte aufnehmen. Der Biegemomentenverlauf und der
Langskraftverlauf miissen hier deshalb gleich null sein.

3. SchnittgroBlenverldufe zeichnen

a) Léangskraftverlauf: Fr4, = 0 = konstant. Die Funktion héngt nicht von der Variablen
z4 ab und ist deshalb konstant.

b) Querkraftverlauf: Foy = —8,8¢a = konstant. Die Funktion héngt nicht von der
Variablen z; ab und ist deshalb konstant.

c) Momentenverlauf: My; = 8,8ga* — 8,8qa - z4 = konstant-linear.
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Abbildung 15: SchnittgrofSenverlidufe komplett
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3.2.5 SchnittgroBenverldufe - Alternative Losung mit Superpositionsprinzip

Fiir Systeme mit mehreren angreifenden Lasten ist die Darstellung der Schnittgréfenverlaufe
nicht immer ganz einfach. In solchen komplexen Systemen kann es hilfreich sein, die Schnitt-
grofen getrennt nach den verschiedenen Lasten aufzustellen und sie anschliefend zu einem
Gesamtverlauf zu superponieren.

Langskraft

Die Léangskraft Fp wird aus dem Kréftegleichgewicht in horizontaler Richtung bestimmt. Die
Langskraft setzt sich somit aus einem Anteil Fy 45 aus der horizontalen Lagerkraft Fag und
einem Anteil Fo aus der horizontalen Einzelkraft F5 zusammen.

Fr, = Frag + Fro (30)

Nach dem Superpositionsprinzip werden die Anteile F7 45 und Fpo dafiir zunéchst getrennt
iiber das Kriftegleichgewicht aufgestellt und anschliefend superponiert.

1. Wird nur die horizontale Lagerkomponente F4y betrachtet, so gilt iiber die komplette
Balkenldnge
—: FAH"’FLAH:O = FLAH:—FAH:—Sqa (31)

Der Verlauf der Langskraft infolge F4y ist konstant iiber die komplette Balkenléinge, vgl.
Abbildung [16]

2. Wird nur die horizontale Einzelkraft F, betrachtet, so greift diese erst im Angriffspunkt
z = 4a an und beeinflusst den Léngskraftverlauf vorher nicht.

0 fir z < 4 0 fir z < 4
s Fpy— Y | N A ure st (32)
F, fir z > 4a Sqa  fiir z > 4a

Der Verlauf der Léangskraft infolge F, ist somit zunédchst 0 und ab z > 4a {iber die
Balkenldnge konstant, vgl. Abbildung [16]

3. Fiir die Langskraft Fp gilt somit durch Superposition

(33)

0 fiir z < 4a —bqa  fir z < 4a
5qa  fir z > 4a B

Fr, =F + Fro = —5qa + _
L LAH L2 qa { 0 fir > > 4a

Fiir den endgiiltigen Schnittgroflenverlauf ist die Verwendung eines Schaubildes hilfreich.
Hierfiir werden alle positiven SchnittgroBenanteile zusammengezéhlt und als blaue Linie iiber
der z-Achse aufgetragen. Anschlieend werden alle negativen Schnittgroflenanteile zusammen-
gezdhlt und als rote Linie iiber der z-Achse aufgetragen. Dabei wird das Vorzeichen ver-
nachléassigt. Der Abstand zwischen der roten und blauen Linie ist in Abbildung [16| grau darge-
stellt. Die graue Fléche entspricht dabei dem resultierenden Fléche der Schnittgrofie infolge der
Superposition und kann einen Hinweis auf den Schnittgréflenverlauf geben. In den Abbildungen
und [I8]sind die Verldufe von Querkraft und Moment aufgetragen. In Abbildung [I9]sind alle
Verlaufe dargestellt.
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Abbildung 16: Verlauf Langskraft Fp,
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Freischnitt Vertikalkrafte

1 a 1 a ]
I I 1
Fy = 10qa
q i
f Y Y Y VY Y
| ' |
TFAV = 3,2qa TFBV = 8,8qa
1 1 1 1 |
Poa 2a Pooa a '
Foav
+3,2qa
Foq .
linear
\ —2qa
0
For _10qa
0
Schaubild
Superposition
Fo : —8.,8qa
3,2qa ;
o 12q

Abbildung 17: Querkraftverldufe
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Freischnitt Vertikalkrafte
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TFAV = 3,2qa TFBV = 8,8¢qa
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e

+2qa° i 4qa®
‘ —10qa?
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Schaubild
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3.2qa’ 27,6qa2 28,8qa2

/

an |
linear nichtlinear \/
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Abbildung 18: Momentenverldufe
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Freischnitt
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Poa ! 2a ' a | a !
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: 0
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32 a?
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: ' nichtlinear ° / 3,8qa*
linear

Abbildung 19: Schnittgrofenverlaufe

Hinweis:
Die Losungsansétze der bereichsweisen Betrachtung und der Superposition kénnen bei Bedarf
auch kombiniert werden.

3.2.6 Maximaler Betrag des Biegemoments

Das betragsmiBig grofite Biegemoment betrigt 8,8¢a® und tritt bei z = 4a auf.
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