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Beleg 2 AUFGABE BII-1

Aufgabe BII-1

Es wird davon ausgegangen, dass bei einer gewissen Qualitidtskontrolle die Werk-
stiicke (genau) zwei Fehler aufweisen kénnen, den Fehler F; und den Fehler F;. Aus
Erfahrung sei bekannt, dass mit Wahrscheinlichkeit 0,28 ein Werkstiick Fehler Fj
besitzt, mit Wahrscheinlichkeit 0,68 hat es (mindestens) einen von beiden Fehlern
und mit Wahrscheinlichkeit 0,12 beide Fehler. Bestimmen Sie unter diesen Gegeben-
heiten die nachfolgend dargelegten Wahrscheinlichkeiten.

Modellierung der Ergebnisse wie folgt:
e [ = Fehler F} tritt auf”
e Fy, = Fehler Fy tritt auf”

Somit sind die folgenden Wahrscheinlichkeiten gegeben:

F1 F2 F1 F2 Fl F2

(a) P(FQ) =0,28 (b) P(F1 U FQ) = 0,68 (C) P(F1 N FQ) =0,12

(a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt ein Werkstiick den Fehler F3?

Dieses Ergebnis entspricht Fj. Somit folgt:

P(F) = P(FLUFy) — P(Fy) + P(FL N F)
= 0,68 — 0,28 + 0,12

Insgesamt ergibt sich, dass ein Werkstiick den Fehler £} mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,52 besitzt.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt ein Werkstiick nur den Fehler F5?

Dieses Ergebnis entspricht Fy \ F;. Somit folgt:

P(FQ\Fl) - P(Fl UFQ) - P(Fl)
= 0,68 — 0,52
= P(F,\ F})=0,16

Insgesamt ergibt sich, dass ein Werkstiick nur den Fehler F» mit einer Wahrscheinlichkeit
von 0,16 besitzt.

Nico Schramm 2 HTWK Leipzig



Beleg 2 AUFGABE BII-1

(¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt ein Werkstiick genau einen der beiden
Fehler?

Dieses Ergebnis entspricht F;AF,. Somit folgt:

P(FIAFQ) == P(Fl U FQ) - P(Fl N FQ)
= 0,68 — 0,12
= P(F\AF,) = 0,56

Insgesamt ergibt sich, dass ein Werkstiick genau einen der beiden Fehler mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,56 besitzt.

(d) Bei einem Werkstiick wurde Fehler F; festgestellt, wihrend die Untersuchung
auf Fehler F; noch nicht erfolgte. Mit welcher Wahrscheinlichkeit besitzt jenes
Werkstiick auch Fehler F5?

Dieses Ergebnis entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit des Eintretens von Fj unter
der Bedingung, dass F} eingetreten ist. Somit folgt:

P(F,NF)  P(FNE)
P(Fy|F) = -
(FelF) = =5y P(F)
0,12
0,52

= P(Fy|F}) ~ 0,2308

Insgesamt ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von ungefahr 0,2308.

(e) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein Werkstiick fehlerfrei, falls es Fehler F
nicht besitzt?

Dieses Ergebnis entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit, dass weder F; noch F5 ein-
tritt, unter der Bedingung, dass nicht F, eingetreten ist. Somit folgt:

. PRRUENE,
P(RUL|F) = (FiUF N Fy)

P(F,)
_ P(FLUF,) 1-P(FiUR)
C1-P(F) 11— P(F)
~1-068 0,32
S 1-0,28 0,72

= P(FLUL|F) =04

Insgesamt ergibt sich eine Wahrscheinlichkeit von ungefihr 0,4.
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Beleg 2 AUFGABE BII-1

(f) Sind die Ergebnisse ,Fehler Fj tritt auf* und ,Fehler F; tritt auf* stochastisch
unabhéngig?

F, F5 stochastisch unabhéngig <= P(F) N Fy) < P(Fy) - P(Fy)
— 0,12£0,52-0,28
— 0,12 - 0,1456 = falsche Aussage

Somit folgt, dass die beiden Ergebnisse nicht stochastisch unabhéngig sind.

(g) Von einem Werkstiick sei bekannt, dass es nur einen Fehler aufweist. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit besitzt ein solches Werkstiick dann Fehler £77

Dieses Ergebnis entspricht der bedingten Wahrscheinlichkeit des Eintretens von F; un-
ter der Bedingung, dass entweder Fi oder F, eingetreten ist. Letzteres entspricht der
symmetrischen Differenz der beiden Ereignisse. Somit folgt:

P(F\|F\AF,) = P(F\ N (FLAF))

P(F\AF)
_P(A\F) _ P(F) - P(RNE)
P(FAF) P(F\AF)
. 052-0,12 04
056 0,56

Insgesamt folgt fiir dieses Ergebnis eine Wahrscheinlichkeit von ungefahr 0,7143.
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Aufgabe BII-2

Die Koeffizienten p und ¢ in der quadratischen Gleichung 2% + px + ¢ = 0 seien rein
zufillig mit p € [0, 2] und ¢ € [0, 3] gewéhlt (so dass jede Wahl einer reellen Zahl
aus diesen Intervallen jeweils als gleichméoglich angesehen wird). Wie groft ist dann
die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass diese Gleichung reelle Losungen besitzt?

Hinweis: Man denke an die p-g-Formel und nutze etwa geometrische Aspekte zur
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten geméfs Folie 21 von Vorlesung 5.

0—x2+px+q

p /
:>$12——§i —C]

=112 € R <= (

Mok oI
[\

(z)( >q
D
— = >
1 =1
= p’>4q
12
<:>q§;1p

Grundmenge: Q = [0, 2] x [0, 3]

1
Interessierendes Ereignis: A = {(p, q)€Q:q< sz}

q
3|
2t
1+
: : p
-1 =05 0.5 1 1.5 2 2.5
-1t
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Beleg 2 AUFGABE BII-2

[(Q)=2-3=6
2
I N HE ) L
I(A)_/Ozxpdp_[mp] =3 V=
A 2 1
= 3 C o]
= P(A) Q) 69 0,

Somit liegt die Wahrscheinlichkeit, dass die Gleichung eine reelle Losung besitzt, bei
| _

5 =0,1L

9 )
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Aufgabe BII-3

Die Belegschaft der Firma WIJZIGING setze sich aus 65% Arbeiter, 30% Angestell-
te und 5% leitende Fiihrungskrifte zusammen. Aus Erfahrung sei bekannt, dass
wahrend eines Jahres ein Arbeiter mit Wahrscheinlichkeit 0,5, ein Angestellter mit
Wahrscheinlichkeit 0,2 und eine leitende Fiihrungskraft mit Wahrscheinlichkeit 0,1
die Firma verlédsst. Bestimmen Sie unter diesen Gegebenheiten die nachfolgend dar-
gelegten Wahrscheinlichkeiten.

A; = ,Belegschaftsmitglied ist Arbeiter

Ay = ,Belegschaftsmitglied ist Angestellter

Az = ,Belegschaftsmitglied ist leitende Fiithrungskraft

V = ,Belegschaftsmitglied verlasst Firma*

Daraus ergeben sich folgende gegebene Wahrscheinlichkeiten:
P(A;) =0,65, P(Ay)=0,3, P(A3)=0,05

P(V|A;) =05, P(V]|Ay) =0,2, P(V|A3)=0,1

(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewdhltes Belegschafts-
mitglied wihrend eines Jahres die Firma verlasst?

Mittels Formel der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich folgendes:

= Z (VIA)) - P(4;)

=0,65-0,5+0,3-02+0,05-0,1
= P(V) =0,39

Somit liegt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein zuféllig gewéahltes Belegschaftsmitglied
wahrend eines Jahres die Firma verlasst, bei 0,39.

(b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufillig gewdhltes Belegschaftsmitglied,
welches die Firma wéhrend eines Jahres verlésst, kein Arbeiter?

PANV)  P((A2NV)U(A5nV))

_ P(V]Ay) - P(Az) + P(V]A;) - P(As)
P(V)
~0,2-0,3+0,1-0,05
B 0,39
= P(A|V) = é = 0,16
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Beleg 2 AUFGABE BII-3

Da fiir alle j € {1,2,3} jeweils V' C A; gilt und alle A; paarweise disjunkt sind, ist
alternativ die Formel von BAYES (B) anwendbar.

P(A|V)=1— P(AV)
® , PV - P(A)
P(V)
0,5 0,65
0,39

_ 1 _
= P(AL|V) = £ =016

=1-0,83

Somit ergibt sich insgesamt eine Wahrscheinlichkeit, dass ein zufélliges Belegschaftsmit-
glied, welches die Firma verlisst, kein Arbeiter ist von 0,16.

(¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein zufillig gewédhltes Belegschaftsmitglied,
welches die Firma wéhrend eines Jahres nicht verlésst, ein Arbeiter?

P(V|Ay) - P(A)
P(V)
_ (1= P(V]A)) - P(Ay)
1—P(V)
_(1-05)-065 0325

1 — P(0,39) 0,61
= P(A|V) =~ 0,5328

P(A|V) =

Somit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gewahltes Belegschaftsmitglied,
welches die Firma wéahrend eines Jahres micht verlasst, kein Arbeiter ist, von ungefahr
0,5328.
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Aufgabe BII-4

Ein verfalschter Wiirfel lasse sich durch die Zufallsgrofse X mit Einzelwahrschein-
lichkeiten geméfs der Verteilungstabelle (bei einem Einzelwurf)

Augenzahl £ ‘ 1 2 3 4 5 6
pr = P{X =k}) ‘ 0,42 0,28 0,15 0,1 0,05 p

mit einer gewissen nichtnegativen reellen Zahl p beschreiben.

(a) Ermitteln Sie den konkreten Wert von p.

6 5
Y om=1=>p=1-> p
k=1 K=1

=1-0,42—-0,28—-0,15—-0,1 — 0,05
=p=0

Es folgt p = 0. Somit ist es unmoglich eine 6 zu wiirfeln.
(b) Geben Sie die Verteilungsfunktion von X an und skizzieren Sie diese.

Aus der Verteilungstabelle und Aufgabe (a) ergibt sich folgende Verteilungsfunktion F:

(0, firz <1
042 firl<zx<?2
0,7 fir2<x<3
085 fir3d<z<4
095 fird<z<5
1 fir5<z

Nico Schramm 9 HTWK Leipzig



Beleg 2 AUFGABE BII-4

Y
1 r—
———0
e———9
0.8
e———90
0.6
0.4 ¢ °
0.2t
O o : : : : X
1 2 3 4 )

Abbildung 2: Verteilungsfunktion F’

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung von X.

6
E(X) = Z LkPk
k=1

—1-042+2-028+3-0,15+4-0,1+5-0,05+6-0

k=
= (1—-2,08)%-0,42+ (2 —2,08)*- 0,28 + (3 — 2,08)*- 0,15
+ (4 —2,08)*- 0,1+ (5 —2,08)*- 0,05+ (6 — 2,08)*- 0

= Var(X) = 1,4136

o(X)=+/Var(X) =4/1,4136

= o(X) ~ 1,1889

I
—_

Somit ergibt sich ein Erwartungswert von E(X) = 2,08 und eine Standardabweichung von
o(X) ~ 1,1889.
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(d) Ermitteln Sie Modus, Median und 0,75-Quantil von X.
Der Modus Z,0q ergibt sich aus dem Wert x € Wy, welcher die grofite Einzelwahrschein-
lichkeit hat. Somit folgt x0q = 1.

Der Median yeq ergibt sich durch den ersten Wert (Augenzahl), bei dem eine Wahr-
scheinlichkeit von ¢ = 0,5 iiberschritten wird. Somit folgt x.q = 2.

Analog ergibt sich das 0,75-Quantil bei dem Wert, an dem eine Wahrscheinlichkeit von
q = 0,75 erstmalig {iberschritten wird. Somit folgt xo 75 = 3.
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Aufgabe BII-5

In Transsilvanien haben 4,5% der Bevolkerung die Blutgruppe AB. Der dort anséssi-
ge Graf wahlt rein zuféllig 160 Personen aus Transsilvanien aus und bestimmt deren
Blutgruppe. Die Anzahl der dabei erwischten Personen mit Blutgruppe AB lasse
sich hinreichend genau durch durch eine Binomialverteilung beschreiben. Wie grofs
ist dann die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass:

X = ,Anzahl der Personen, die Blutgruppe AB haben‘
Einzelwahrscheinlichkeit p = 0,045; Stichprobenumfang n = 160
X ~ Bin(160;0,045)

(a) keiner der vom Graf gewéhlten Personen die Blutgruppe AB hat?

Px =0 = (1

=1-1-0,955'
= P({X =0}) ~ 0,0006

) -0,045" - (1 — 0,045)100-0

Die Wahrscheinlichkeit, dass keine der vom Grafen gewéhlten Personen die Blutgruppe
AB hat, liegt bei anndhernd 0,0006.

(b) genau einer der vom Graf gewéhlten Personen die Blutgruppe AB hat?

P{X =1}) = (1(130) £0,045" - (1 — 0,045)'901

=160 - 0,045 - 0,955
= P({X =1}) =~ 0,0048

Die Wahrscheinlichkeit, dass genau eine der vom Grafen gewéhlten Personen die Blut-
gruppe AB hat, liegt bei anndhernd 0,0048.

(c) mehr als einer der vom Graf gewéhlten Personen die Blutgruppe AB hat?
P{X >1}) = 1- PUX <1})
=1-PH{X =0} - P{X =1})

~ 1 —0,0006 — 0,0048
= P({X > 1}) ~ 0,9946

Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als eine der vom Grafen gewéhlten Personen die Blut-
gruppe AB hat, liegt bei anndhernd 0,9946.
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Beleg 2 AUFGABE BII-5

Welche Wahrscheinlichkeiten wiirden sich in (a), (b) und (c) ergeben, wenn man
anstelle der Binomialverteilung eine Approximation durch eine Poisson-Verteilung
benutzen wiirde?

n=n-p=160-0,045=72 <10
= Approximation X ~ Poi(7,2)
Nach Faustregel n < 10 eine ,,gute Approximation

Durch die Poisson-Approximation ergeben sich die folgenden Schétzungen:

P{X = 0}) ~ 5 exp(~n)

7,20

= Texp(—?,Q)
= P({X = 0}) =~ 0,0007
7,21
P{X =1}) » —-exp(=T7.2)

= P({X =1}) ~ 0,0054

P({X >1}) = 1 - P{X = 0}) - P({X = 1})
~ 1 —0,0007 — 0,0054
= P({X > 1}) ~ 0,9939
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Aufgabe BII-6

Es liege eine stetige Zufallsgrofse X mit einer Verteilungsfunktion /' : R — R gegeben
durch die Vorschrift

0, firz <a
Flz) =4 @2z+43)? fira<z<b
1, flirb<uz

mit gewissen fest fixierten Zahlen a, b € R zugrunde.

(a) Ermitteln Sie die konkreten Werte von a und b (so dass F' tatséchlich die
Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsgrofe X ist).

Die Werte a, b € R miissen so bestimmt sein, dass die Verteilungsfunktion F' stetig ist.
Somit miissen die Argumente bestimmt werden, sodass F'(a) = 0 und F(b) = 1 ist.

1N 2
0= (2. _>
a—+ 9
1
— 0=2a+ -
9
<~ L 2
—— =2a
9
<~ = L
“TTI8
1\ 2
1= <2-b —)
* 9
1
— £1=4/2 b+§
— be { 0. 4}
9’9
b>a 4
> b: —
9
Somit ergibt sich a = —% und b = g, sodass die Verteilungsfunktion F' wie folgt definiert

ist und wie in Abbildung 3 dargestellt verlauft.

0, fiirx<—%
Flz) =4 @2c+3)?, fir —g<z<j
1, fiir § <
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0.5 1

04 —02 02 04 06

Abbildung 3: Verteilungsfunktion F' der Zufallsgrofse X

(b) Geben Sie eine Dichte f : R — R fiir die stetige Zufallsgrofe X an.

Nebenrechnung: (2224 §)2=2- 2z +§)-2=4-(2z+4) =8z +3

F(z) = / F(t)dt
0,

fiirt<—%
= f(t)={8t+35, fir —%<t<j
0, fiir § <t

Somit ergibt sich oben aufgestellte Dichtefunktion f fiir die Zufallsgrofe X. Zu priifen
ist, ob die beiden folgenden notwendigen Bedingungen erfiillt sind:

(1) Vt € R: f(t) > 0 (Nichtnegativitét)

“+00

(2) fydt=1

—0o0

Bedingung (1) kann aus dem Verlauf der Dichtefunktion f, welcher in Abbildung 4 dar-
gestellt ist, abgelesen werden. Fiir Bedingung (2) ergibt sich Folgendes:

+o0 ~is 5 4 oo
f(t)dt:/ 0dt+/ 8t+§dt+/ 0dt
[e'¢) - _ L

4
o0 9

\ - , 18
= =0
413% 80 1
= [4¢? —t] =—+ —
g I T
+oo
= f)dt=1

Somit erfiillt die aufgestellte Dichtefunktion f beiden notwendigen Bedingungen.
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- - : —@ - t
—04 0.2 0.2 0.4 0.6

Abbildung 4: Dichtefunktion f der Zufallsgrofse X

(c) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

E(X):/+°ot.f(t)dt
:/_lgt-()dw/gl t-<8t+g>dt+ﬁ+mt-0dt
U S
o 4 8. 2.4 608 1
:/_118 8% + tdt = [§t3+§t2rfg = o~
S B(X) = 2 ~ 02778

BT

Var(X) = /+00 (t— E(X))2 - ft)dt

5 52 4 5 67 169
= t——) -(8t —)dt: 24+ —t+ —dt
/_1 < 18 + 9 /_1 + 9 + 324
18 18
4 5 25 14 28 19
= |2t — —t3 4 ¢ —t} = 4+ —
[ 3 * 27 + 729711 2187 + 17496

1
= Var(X) = = ~ 0,0139

Somit ergibt sich ein Erwartungswert von E(X) = & ~ 0,2778 und eine Varianz von
Var(X) = 4 ~ 0,0139.

(Alternativ: Berechnung der Varianz mittels Formel von STEINER)
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(d) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
(dy) die Zufallsgrofe X einen Wert (echt) grofer als 0 annimmt?
(dg) die Zufallsgrofe X einen Wert annimmt, der zwischen 0,2 und 0,5 liegt?

(@) PUX > 0)=1-Px <0 =1 [ sias
L 0 4
=1 0dt— St+ —dt
/ooo /_118 9
- [4t2+§t}0118:1— <0+8i1> - —%

80
= P({X > 0}) = o =~ 0.9877

0,5 4 4
(d2) P({02< X <05}) = ft)ydt = /9 8+ —dt
0,2 0,2 9
473 80
P —t] ~ 20 02249
[ + 9 lo2 81 ’

= P({0,2 < X <0,5}) ~ 0,7388

Somit ergeben sich die Wahrscheinlichkeiten, dass ein Wert (echt) grofer als 0 ist, von
ungefahr 0,9877 sowie, dass ein Wert zwischen 0,2 und 0,5 angenommen wird, von ungeféahr
0,7388.

(¢) Berechnen Sie Modus, Median und §-Quantil von X.

Der Modus der Zufallsgrofe X besteht in der lokalen Maximalstelle der zugehorigen Dichte
f, wobei zumindest einseitige Stetigkeit vorliegen muss. Aus Abbildung 4 ist erkennbar,
dass die Dichte f eine lokale Maximalstelle bei lim f(t) = 4 besitzt. Die Stelle ¢t = 3 ist

4
t—5—0

zumindest linksseitig stetig. Somit ergibt sich als Modus zy,0q = g.

Wenn fiir die Zufallsgrofe X fiir jede reelle Zahl g € (0, 1) folgendes gilt

lim F(x) < q < Fa,),

z—xq—0

heift z, Quantil der Ordnung ¢g. Der Median meq = o5 (d.h. ¢ = 0,5) ergibt sich aus

1 2
Tos + o)

2

Lmed =
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Aufgrund des Verlaufs der Verteilungsfunktion F' folgt fiir die konkrete Zufallsgrofse X
fir den Median x,,6q sowie das %—Quantil T

1\2
Lmed - 075 - F(xmed) - (2 * Tmed T §>
Solver 2 4 1
—=0,5=4 me = <4L'me 51
R (37 d) + 9513 d+ 31

= Tmea ~ {—0,4091; 0,2980}

2y a2 0,2980

©|=
O

Somit ergibt sich ein Median von .4 & 0,2980 und ein %—Quantil von & %.

1
9
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