TECHNISCHE Open
UNIVERSITAT Educational
DRESDEN Resources

Prof. Dr. Hans Georg Krauthauser
Theoretische Elektrotechnik und Elektromagnetische Vertraglichkeit

Eichung in der klassischen
elektromagnetischen Feldtheorie

Theoretische Elektrotechnik — Vertiefung
Lizenzz CCBY 3.0 DE  @®



Ausgangspunkt

— Die klassische elektromagnetische Feldtheorie beschéaftigt sich mit der groBen
Vielzahl der Lésungen der Maxwell-Gleichungen. Wir betrachten hier die
mikroskopischen Maxwellgleichungen im Vakuum:

raumliche Ableitungen homogen inhomogen
. . 9B . -
von E: rotE+—=0 divE=p—V 1
ot €0 ( )
B, B, . OE .
von B: divB=0 rotB—ao,u,oE=qu

— Hierbei sind die Felder und die Quellen stetig differenzierbare Funktionen des Ortes
T und der Zeit t.

— Uber die zeitlichen Ableitungen der FeldgréBen E und B sind die Gleichungen
verkoppelt.

— Die Feldkonstanten 1o und gg sind mit der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c
verkniipft:

1
€opo = — mit ¢ = 299792458 ms ™! ~ 3 x 105 ms™!
C



Potentiale

— Es ist hilfreich, das Skalarpotentials ¢ und das Vektorpotentials A einzufiihren:

~ A >
E:—gradqb—%—t B =rotA (2)

— Mit der so definierten Beziehung zwischen den Feldern und den Potentialen ist
garantiert, dass die homogenen Maxwellgleichungen automatisch erfiillt werden:

divB=divrotA=0 fiir beliebiges A

. OB A -
rot E + 68—13 =rot (—gradqb— (Z—t) + % (rotA)

3)

A IO -
= —rot a— + 2 (rot A) =0 fir beliebiges ¢ und A
ot ot



Bestimmungsgleichungen der Potentiale

— Das Einsetzen der Gleichungen (2) in die inhomogenen Maxwellgleichungen (1)
ergibt unter Nutzung der Identitat rotrot a = grad diva — A& die
Bestimmungsgleichungen fiir die Potentiale:

—grad ¢ — —
& ¢ ot €0 ot €0

div( aA):’L"% Ap+divIA _ PV (4)

> 0 0A >
t (rot A) - — | -grad¢— — | = poJ
ro (ro ) €010 " ( grad ¢ — — " ) 1o

- %A - 9 -
—| AA - ao,uOW = —popJ + grad (Eouoa—f + divA) (5)

— Storend ist hier die Verkopplung der beiden Gleichungen.

— Dies fiihrt zur Eichung.



Eichtransformation — Eichinvarianz

Wir betrachten eine beziiglich ¥ und t zweifach stetig differenzierbare Funktion

Y= ¢(f7 t)'
Mit Hilfe dieser Funktion v definieren wir folgende Eichtransformation:
1o} -, =
¢H¢>’:¢76—1f A A =& +grade
— Mit der Transformation (6) ergibt sich sofort die Eichinvarianz der Felder:

B> B =rot A’ =rot (A+gradd;) =rot A +rotgradiy = B

N————

=0

L DA’ oy O -

E—-E =-grad¢’ - =- d( ——)——A d
grad ¢ 5t grad | ¢ 5t 81:( + gra 7,[))
oy OA 8

= —grad d— - — - —grad
grad ¢ + gra 5t ot Bt grad vy
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- grad¢p— — =E
grad ¢ 5t
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Divergenz des Vektorpotentials - einfache Falle

In den allgemeinen Bestimmungsgleichungen (4, 5) fiir die Potentiale ¢ und A

A py - 9%2A - o¢ .
A¢+dlva :—g AA_‘EOMOW = —popd + grad (sou()a+d1VA)
spielt div A eine wichtige Rolle.

Sei nun divA = «a(T,t) die tatsachliche Divergenz des Vektorpotentials A. Gibt es
dann fiir beliebiges 3(T,t) eine durch v induzierte Eichtransformation, so dass
div A’ = B(t,t) ist?

Man rechnet aus:

divA’ = div (A + grad w) =divA +AY
=a Ay L8 (9)
-

Diese Poisson-Gleichung fiir 4 ist immer (und fiir jeden Zeitpunkt) Iésbar.

Die Lésung ist nicht eindeutig (Addition einer Lésung der Laplace-Gleichung)!
— Eichklasse

Die Divergenz des Vektorpotentials div A kann auf beliebige Werte gesetzt werden!



Divergenz des Vektorpotentials — allgemeiner Fall

— Gerade gezeigt: Divergenz des Vektorpotentials kann auf beliebige Werte gesetzt
werden.

— Was ist aber, wenn die Divergenz des Vektorpotentials auch eine Funktion des
Skalarpotentials sein soll (— Lorenz-Eichung, v-Eichung)?

— Sei divA = {(%,t, $).

— Dann rechnet man

divA’ = div (A + grad 1/1) =divA + Ay L f(¥,t,¢")
A (10)
=f(%,t,¢p - —
6 ¢-—
— Dies ist im allgemeinen keine Poisson-Gleichung!
— Die Bestimmungsgleichung ist erst bekannt, wenn eine konkrete Abhangigkeit von
¢ gefordert wird.

— Dann muss die Existenz von 1) gezeigt werden!



Coulomb-Eichung (Charles Augustin de Coulomb,
1786-1806)

— Unter Coulomb-Eichung versteht man eine Eichtransformation induziert durch ¥,
so dass fiir das transformiere Vektorpotential Ac gilt

divAg =0 (11)
— Die allgemeinen Bestimmungsgleichungen (4, 5) der Potentiale vereinfachen sich
dann zu
v 0 Ac 9¢c
Ao = A AAc - EOHO— 5 ,uOJ +eopograd —— (12)
€0 ot ot

— Die Loésung fiir das Skalarpotential ¢ ergibt sich unmittelbar aus der Kenntnis
der Greensche-Funktion des Laplace Operators zu

S0 (5, t) = 4ﬂ€0 Hf pv(rrt)ds / (13)

— Will man eine explizite Ldsung fiir das Vektorpotential A in Coulomb-Eichung
angeben, muss man in der Bestimmungsgleichung (12) das Skalarpotential ¢c
eliminieren.



Coulomb-Eichung: Entkoppeln der Gleichungen

— Betrachte die Bestimmungsgleichung des Vektorpotentials Ac:

< 9%*Ac = Jd¢c
AAc - eopo 2 - —pod +eopograd 5t

— Helmholtz-Theorem: Zerlegung eine Vektorfeldes f(r t) in einen longitudinalen,
rotationsfreien Anteil fi(¥,t) = &(F,t) und einen transversalen, divergenzfreien
Anteil £y (7,t) = (%, 1).

rota=0—a=-grada

=0 a= e (14)
divB=0—- B =rotb

f(7,t) = &(%,t) + B(z,t) mit {

Die Felder a und b werden folgendermaBen berechnet (— Greensche Funktion des
Laplace-Operators!):

fjj dl\/‘rlf(rrll :t) dSr/, b= jjj r0t|;’f(: %) LMY (15)



Coulomb-Eichung: Entkoppeln der Gleichungen (...)

— Die Zerlegung (14) mit den Beziehungen (15) kann nun auf die Stromdichte J
angewendet werden:

Ji(F,t) = —grad (ﬁ I %i(,rl’t)d?’r’)
Js (3, t) = rot ( I rot .'J_(,r‘ t)d3r’)

j=jl+jt mit (16)

— Betrachte erneut das Skalarpotential ¢¢ in Gleichung (13)

soti= o [ D

— Fiir die Zeitableitung folgt dann mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung
%y 1 divi=0

doc (1) Oov(Et) div o J(F,t) 5,
Ctr 47rao jff |r—r’\ B 471'20 jff 1V|r—r1:| ar (a7)



Coulomb-Eichung: Entkoppeln der Gleichungen (...)

— Der Vergleich der longitudinalen Stromdichte in (16) mit der Zeitableitung des
Skalarpotentials in Gleichung (17) liefert schlieBlich einen Ausdruck fiir den
Gradienten der Zeitableitung des Skalarpotentials:

Opc (T, t) 1

4" - (3t 18
gra 5t - 1(1, ) (18)

— Die Bestimmungsgleichung (12) des Vektorpotentials in Coulombeichung

R 8%2A¢
AAc —eopo oz -

= Jd¢c
—pod +& ad —
Ho 008 En

wird damit entkoppelt und stellt sich als Wellengleichung dar, wobei die rechte
Seite durch den transversalen Anteil der Stromdichte bestimmt ist:

%A l%e -
Bt 2(: = —pod +eopograd % =—po (J - 31) = —poJs (19)

— Die Lésung dieser Wellengleichung ist das retardierte Vektorpotential (—
Greensche Funktion des Wellenoperators)

AKc - eopo

L[ G tret)d?’r' it tret = t - /om0 [F ] = t - L]

[t -7




Coulomb-Eichung: Zusammenfassung

— Beziehung Felder — Potentiale: E = —grad ¢¢ — %, B =rotAc
— Eichfestlegung: divAc =0

— Potentiale in Coulomb-Eichung:

(1) ’
47r£0 e S

- J tr -
Ac(it) = fff t(I‘ et)d3r/7 bret =t — -7

[r -7 c

bc(F,t) =

— Fiir Probleme mit divJ =0 ist J; = J!
— Allgemein: Ji(%,t) = rot (ﬁ i w(ﬁ ’)

!
— Vektorpotential in Coulomb-Eichung ist retardiert mit Geschwindigkeit ¢ — kausal
— Skalarpotential in Coulomb-Eichung ist instantan — nicht kausal

— Kausalitat der Felder ist Gber das Vektorpotential sichergestellt!



Lorenz-Eichung (Ludvig Valentin Lorenz, 1829-1891)

— Allgemein gelten die Gleichungen (4) und (5) als Bestimmungsgleichungen fiir die
Potentiale:

OA %A
Ap+div e = VAR —equo T2

N B} N
5t - e = —poJd + grad (Eouo—qb + divA)
0

ot
— Divergenz des Vektorpotentials kann beliebig gesetzt werden. — Lorenz-Eichung:

9oL
divAp = —¢ 21
L OHO —(— ot ( )
— Damit nehmen die Bestimmungsgleichungen jeweils sofort die Form von
Wellengleichungen an:

82
AdL — eopo d;L -
ot €0 (22)
AR Ay J
e -
L = €0H0 s HO

o ol
r-Tr |

— Retardierte (kausale) Lésungen mit tret =t — /Eopo |F—F| =t — |

c

J’f PV(r f,r|et)d3 ’ AL(r t) = Ho IU’ (r tret)d3 ’ (23)

#L(1,t) =

4meg



Lorenz-Eichung: Bedingung immer erfiillbar?

— Lisst sich die Eichbedingung div Ay, = —eouo% immer erfiillen?

— Annahme: divA + ao,uo%—‘f =a%0
— Eichtransformation: ¢, = ¢ — %—f und Ap, = A + grad ¢
— Einsetzen ergibt:

% OdL, X ¢ %
divAy +e —— =divA+AY +¢ — —€ —_
v AL +eopo— iv W+ oo pTa v
2
= AYp- EOMO(?? =-a — Loésung existiert

2
— Eichklasse: ¢ —» ¢+ x mit Ay - 50#0% =0, Lésung der homogenen
Wellengleichung
— Auch diese (Eich-)Bedingung an die Divergenz des Vektorpotentials ist also immer
erfillbar!



v-Eichung

Coulomb-Eichung' divAc =0

e (8,0) = g [T 2

Je (¥ ref
Ac(r7t) uo J’H t() $|t)d3 ’
tret =t- ‘r r‘

C

Je(%,t) = rot (47T I mt‘r’Jr(,r‘ t)d?’r’)

1 991

Lorenz—Eichung' div AL =-Z e

o (T, t) =

J“J" PV(T tret)dB ’

471-50

Ap(E,t) = uo fff J(r tret)dS ’

tret =t —

Iffl

c

— Verallgemeinerung von Coulomb- und Lorenz-Eichung — v-Eichung:

div AV

L 9¢y

TVZ ot

firv+0 (24)

— Offensichtlich sind Coulomb- und Lorenz-Eichung Spezialfalle der v-Eichung:

— v = oo: Coulomb-Eichung

— v =c: Lorenz-Eichung



Potentiale in v-Eichung

— Allgemein gelten die Gleichungen (4) und (5) als Bestimmungsgleichungen fiir die
Potentiale:

. BA PV > 1 32ﬂ 3 8(25 P
A¢+dlva:—g, AA—C—2 9 = —poJ + grad (so,u()a +d1VA)
— Mit der Eichbedingung divAy = 7\%2 8(;\, folgt:

1 62¢v vV
Ady =—-—
v = V2 ot? €0

-1 9%A, 1 9¢v 1 O¢v

AR, - =Y =T+ d(———— ) (25)
c? ot? poSTerme\ 2 ot 2 0t
—_c /v 8¢v

= - (]j + ———ograd
a 2 & ot
— Die Loésung fir das Skalarpotential ist wieder ein retardiertes Potential, wobei jetzt
o/
aber trety =t — ‘ ist:

‘rr

ov(T,t) =

e 5




Losung fiir das Vektorpotential in v-Eichung

— Wie bei Coulomb-Eichung: Aufteilung in transversale (divergenzfreie) und
longitudinale (wirbelfreie) Stromdichte:

Jl(r t) = _grad (47T J]T dlvlf/Jf(lti ,t) d3r’)

j = j] + jt mit
Je(%,t) = rot (47T ik mt‘rlJr(,l‘ t)dg’r’)

— Mit Hilfe der Kontinuitatsgleichung BV +divd =0, Lésung des

BPV(tretv) apv(tvet,v) Otrety _ 9pv (trety) _ 9pv(t).
Skalarpotentials (26) und ooy Tl TSNV

pv (T tretw) 13,
d — (%, t — —=d
gra (r ) = grad (47rao Ifj E— r

—grad [—— fff div r"_](rr ,t) d3r'] (27)

= 7jl(f7t)
€0



Losung fiir das Vektorpotential in v-Eichung (...)

— Die Bestimmungsgleichung des Vektorpotentials war:

~ 1 92A, T Ay
AA, - — = —poJ + ———grad
c? Ot2 Ho c2 e

— Mit der gerade gefundenen Beziehung fiir grad aéitv folgt somit:

- 1 02A, L 1-¢2/2 1.
AAV_CE ot2 :—‘u,oJ(I‘,t)+72/ng(r,t)
- = 17‘32/v2 1 -
= —l0 Jt(l‘,t)+J1(1‘,t)—T%Jl(r,t) (28)

C2 .
= —uo [L(f,t) + ijl(f,t)]

— Die Ldsung ergibt sich wieder als retardierte Potential (mit Geschwindigkeit c!):
¥
tret =t — ——

C

Ao =2 fff Il be) ¢ I o) g (29)

!




v-Eichung: Eichfunktion v; — vy

— Nachdem Coulomb-Eichung (v — o0) und Lorenz-Eichung (v = c) als Spezialfille
der v-Eichung identifiziert wurden, lohnt es sich die Bestimmungsgleichung der
Eichfunktion ¥ zum Ubergang von einer vi-Eichung zu einer va-Eichung

abzuleiten.
— Allgemein gilt fiir die Eichtransformation (6):
¢—>¢’:¢—%1f A A=A +grady
— Die Potentiale seien in vi-Eichung (v1 # 0) bekannt. In vi-Eichung gilt:
% 1 9¢v,
divAy, = -— 30
Vi Vf ot (30)
— Es gilt dann fiir v # 0:
% % 11 9¢
divAy, =div (AV1 + grad 1/1) =-— g 8Z2
1 ¢y, 1 8¢y, 1 0%
=—— + A == — + -
vZ ot v v2 ot v3 o2 (31)
o opp L (1 1) 06y
vZ Ot2 vi o vZ) ot
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