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Was ist Theoretische Elektrotechnik?

Theoretische
Elektrotechnik

elektromagnetische
Feldtheorie

Systemtheorie

— Die Theoretische Elektrotechnik beinhaltet die elektromagnetische Feldtheorie
und die Systemtheorie

— TET beschéftigt sich mit den theoretischen Grundlagen der Elektrotechnik;
Anwendungen folgen hieraus

— TUD: Systemtheorie ist eigenes Modul im Studiengang Elektrotechnik — kann hier
ausgeklammert werden

— Elektromagnetische Feldtheorie baut auf den Maxwellschen Gleichungen auf



Theoretische Grundlagen — Was ist eine Theorie?

— In der Wissenschaft ist Theorie ist nicht das Gegenteil von Praxis!
— Allgemeiner Sprachgebrauch:

— Theorie = unbewiesene These
— Wissenschaft:

— Theorie = System wissenschaftlich begriindeter Aussagen, das dazu dient,
Ausschnitte der Realitdt und die zugrundeliegenden GesetzmaBigkeiten zu
erklaren und Prognosen abzuleiten

— Abgrenzung zum Modell: Modelle dienen haufig der Beschreibung
bekannter Sachverhalte. Hierzu vereinfachen Sie das reale Problem oft
(z.B. Planetenmodell des Atoms, homogenes Medium) oder gehen von
idealisierten Annahmen aus (z.B. ideales Gas, Massenpunkt).

— Modelle liefern keine Erklarungen, unterstiitzen aber oft den Prozess der
Theoriebildung und helfen bei der Veranschaulichung

— Erst die Beherrschung einer Theorie erméglicht die Entwicklung bzw. die
Weiterentwicklung von Modellen fiir neue Problemstellungen. Gleiches gilt
fur (neue) numerische Berechnungsverfahren.



Erkenntnisprozess

Beobachtung,
Experiment,
Praxis, Realitat

Modellbildung,
Beschreibung,
Idealisierung,
Vereinfachung

Theorie,
Erklarung,
Vorhersage
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Ausgangspunkt

Maxwell-Gleichungen

Ausgangspunkt aller Betrachtungen sind die Vaxwell-Gleichungen:

Offenbar ist Wissen in folgenden Bereichen notwendig:

Felder (skalar und vektorwertig; reell und komplexwertig)

Differentialoperatoren auf diesen Feldern
— partielle Differentialgleichungen

— beim Ubergang von lokalen zu integralen Aussagen: Integralrechnung (Linien-,
Flachen-, Volumenintegrale; in verschiedenen Koordinatensystemen (insb.
kartesische, zylindrische und spharische Koordinaten, Umrechnung dazwischen,
Metrik, Integralsitze (GauB und Stokes), Kronecker 0, Delta-Funktion &



Differentialoperatoren (1)

Divergenz

Divergenz eines Vektorfeldes, , Quellendichte” — Skalarfeld

- - 3.9
divF =V -F = Z —F; = 0;F; in kartesischen Koordinaten
= 0%
= . 1 - . .
divF := lim (— 9§ F ~ﬁdS) koordinatenfrei
v-0\V Jow)



Differentialoperatoren (II)

Rotation
Rotation eines Vektorfeldes, ,Wirbelstarke” — Vektorfeld

. . 3 3 3 9
rotF:=V xF = Z &; Z Z eijka—Fk = €;;k€;0;Fx in kartesischen Koordinaten
i=1  j=1k=1 &5

= 1 =
rot F := lim (— f n x FdS) koordinatenfrei
V-0\V Jo(v)

Videos von Grant Sanderson (3bluelbrown)

— Kanal https://www.youtube.com/channel/UCY0_jab_esuFRV4b17AJtAw
— Video zu Divergenz und Rotation: https://youtu.be/rB83DpBJQsE
— Animation Package: manim https://pypi.org/project/manimlib



Differentialoperatoren (lII)

Gradient eines Skalarfeldes, , Richtungsfeld des starksten Anstiegs” — Vektorfeld

gradf := Vf = Z —fel =& oif in kartesischen Koordinaten
i= 1

V-0

Videos und Ubungen auf Khan Academy

— Khan Academy https://www.khanacademy.org

1
gradf := lim (— 55 fﬁdS) koordinatenfrei
V Jo(v)

— Video zum Gradienten: https://www.khanacademy.org/math/
multivariable-calculus/multivariable-derivative, dann zu Gradient...



Koordinatensysteme

— Natirlich insbesondere kartesisch, zylindrisch, spharisch (2D und 3D)
— Umrechnung von Komponenten

— Jacobi Matrix

— Umrechnung von Differentialen und Integralen

— Partielle Ableitung, div, rot, grad
— Volumenelemente, Flichenelements, Linienelemente

— Metrik (metrischer Tensor)



Koordinatensysteme

Kartesisches Koordinaten
Z X,y,z € R

éx,8&y,&; : konstante
Vektoren

Zylinder Koordinaten Kugel Koordinaten

z  peRY z reRE
p€[0,27] ¥ e[0,7]
. zeR S pel0,27]

€ =€p(p) , €p = Ep(e)
€, : konstant

Kartesisch — Zylinder

ép cosp  sing
8y, |=[-sing cosyp
€, 0 0

Kartesisch — Kugel

0]|éx &y sindcosp sindsing cost ||éx
0]]¢éy Sy |=[cosdcosep cosdsing —sind||&y
1||é, &, —sing cos 0 €,



Integralsatze

Satz von Gauss

Das Oberflichenintegral eines Vektorfeldes F iiber eine geschlossene Flache O(V) ist
gleich dem Volumenintegral der Divergenz von F, erstreckt liber das von der Flache
O(V) eingeschlossene Volumen V:

55 didesz f.5dS
v o(V)

Das geht natiirlich auch in 2D: Volumen — Flache; Oberflachenintegral — geschlossenes
Wegintegral

Satz von Stokes

Das Kurven- oder Linienintegral eines Vektorfeldes F' lings einer einfach geschlossenen
Kurve C(A) ist gleich dem Oberflachenintegral der Rotation von F iiber eine beliebige
Flache A, die durch die Kurve C berandet wird:

f ?-déz[rot?-dngrotﬁ~ﬁds
C(A) A A



d-Funktion (I)

Die Berechnung von Differentialen in der Nahe von Singularitaten des Feldes ist haufig
problematisch. Beispiel Coulomb Feld einer Punktladung Q im Ursprung:

1 Q.

E= ér
47eg 12

Die Divergenz (Quellstarke) sollte nur am Ursprung ungleich Null sein und am Ursprung
einen definierten Wert haben.

= %a, (1) 777
I



d-Funktion (II)

Definition Ulber ihre Eigenschaften

Es soll gelten
+00
0(x) =0 fitlr x # 0 und f §(x)dx =1

Solche Funktionen existieren nur im Grenzwert von n — co von Funktionen f (x) mit
2 f0(x)dx = 1 und fn(x) 2% 0 fiir x 0 und £a(0) “™ oo

Beispiele

n fir x| < L
it = 2n
n() {0 sonst

fn(x) = ne~ ™%’
i 2
fa(x) = = (w)
™

nx



d-Funktion (I11)

Wichtige Beziehungen

Da die é-Funktion fiir alle x # 0 verschwindet und aufgrund der Normierung folgt
unmittelbar:

f_:’ £(x)6 () dx = £(D) f_:" 8(x)dx = £(0)

Dies kann einfach fiir eine Verschiebung x — x — a verallgemeinert werden:

[;” e = ) = L) [:" (= ) = ()

Wichtig ist auch die Skalierungseigenschaft (z.B. auch fiir dimensionsbehaftete GroBen;
k = Einheit von x):

o(kx) = %5(X)

Verallgemeinerung auf 3D:

f = Xy + y&y + 28, — 05 (¥) = 5(x)8(y)0(2) > fRs $B(F)dv =1



d-Funktion (IV)

Mit dem GauBschen Integralsatz und der d-Funktion lasst sich div (r%ér) leicht
bestimmen:

1 1 )
f div(—ér)d\/:f LesdA  r=R,  dA = R?sin9dodyé,
K(R) r2 O(K) r2
x 1
—or f —_RZsinddo
0o R2
=47

1
div (—zér) =4783 (%)
T

Einfach berechnen l3sst sich:

1 1 - = 1
grad = =&0r - +0+0=-=¢&
r r I

Hiermit folgt die wichtige Beziehung fiir den Laplace-Operator A = divgrad:

1 1
A= =divgrad = = -475°(F)
r r



Zerlegung von Vektorfeldern (1)

Helmholtz-Theorem

Ein Vektorfeld F (%), welches fiir r — oo starker als 1/r gegen Null abfillt (das ist fiir
praktisch relevante Probleme regelmaBig erfiillt), l3sst sich als Summe eines
rotationsfreien Anteils a(T) und eines divergenzfreien Anteils b(¥) darstellen:

F(¥) = a(F) + b(¥) mit rota=0Adivb=0

Gradientenfelder sind rotationsfrei: rot grad ¢ = 0

Rotationsfelder sind divergenzfrei: divrot A = 0

Hiermit folgt die Darstellung mit einen Skalarpotential ¢ und einem Vektorpotential A:

F (%) = —grad (&) + rot A(F) (,-* ist Konvention)



Zerlegung von Vektorfeldern (I1)

Skalar- und Vektorpotential

Skalar- ¢(%) und Vektorpotential A(%) lassen sich direkt aus dem Feld F () berechnen.
Es gilt:

1 div’FF) 5, 1 , B 5,
F)=— == A = f’ - d
() [v g §£O(V) . £ -7 g

4 [F-7/| 4T
I (3! (7!
A(T) S f de _ 4 55 Tl F(rq) 42y’
dw Jv  |F-T1| 47 JO(V) [F -7

Longitudinale und transversale Komponente

Héufig bezeichnet man die rotationsfreie Komponente —grad o(7) als longitudinale
Komponente und die divergrenzfreie Komponente rot A(T) als transversale Komponente
des Vektorfeldes F(T).
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Maxwellsche Gleichungen

. 0B .0 .
rot E + ot =0 rotH - ot =J  vektorielle pDGL, zeitabhangig — dynamisch
divB=0 divD = py  skalare pDGL, zeitunabhingig — statisch

homogene pDGL | inhomogene pDGL

— Historisch wurden die Gleichungen unabhangig voneinander aus Beobachtungen
gewonnen (Colomb-GauBsches-Gesetz, Faradaysches Induktionsgesetz, erweitertes
Amperesches Durchflutungsgesetz, Erhaltung des magnetischen Flusses)

— Einfiihrung des Verschiebungsstroms und Zusammenfiihrung durch James Clerk
Maxwell (1831-1879): Maxwell, James Clerk, and Royal Society (Great Britain). A dynamical theory
of the electromagnetic field. The Royal Society, 1865, doi:
https://doi.org/10.5479/si1.423156.39088007130693

— Heutige Formulierung durch Oliver Heaviside (1850-1925) nach Einfiihrung der
Vektoranalysis (div, rot)

— Aber: Wo kommen die Gleichungen her? Was ist das tiefere Fundament? Gibt es
eine axiomatische Basis?



Literatur

— Die hier dargestellte Vorgehensweise ist entnommen aus:

Gronwald F., Hehl F.W., Nitsch J.: ,,Axiomatics of classical electrodynamics and
ist relation to gauge field theory", Physics Notes 14, edited by C. Baum, 2005,
http://ece-research.unm.edu/summa/notes/Physics/0014.pdf
(heruntergeladen am 19. November 2020)



Ladungsdichte und Ladung

— Ladung erscheint im Colomb-GauB-Gesetz in Form der Volumenladungsdichte py

— Ladung ist dann nach Definition das Volumenintegral iiber die Ladungsdichte; pyv
ist somit Integrand eines Volumenintegrals:

Q= ij pyvdV

— py ist somit Integrand eines Volumenintegrals

— Mit Poincaré-Lemma(3) folgt unmittelbar das Coulomb-GauB-Gesetz:

— Ladungen bewegen sich mit (Material)-Geschwindigkeit G — Stromdichte J

J(@) = pv(B)i(D)

1=fsfj~dfx

— Strom I durch 2D-Flache S:



Poincaré-Lemma

— Das Poincaré-Lemma sagt uns, unter welchen Bedingungen eine GroBe als
Ableitung einer anderen GroBe dargestellt (Potential; nicht Eindeutig — fiihrt auf
den Begriff der Eichung) werden kann.

— Im Spezialfall 3D-Raum

1. Auf einfach zusammenhangenden Gebiet wirbelfreies Vektorfeld = Gradient
eines Potentialfeldes
rota=0— a=gradf
2. auf konvexem Gebiet quellenfreies Vektorfeld = Rotation eines
Vektorpotentials . .
div=0—-=rota

3. Skalare Felddichte = Divergenz eines Vektorfeldes

v ist ein Volumen Integrand — ~ = divB



Ladungsdichte und Ladung (fortgesetzt)

— Ladung erscheint im Colomb-GauB-Gesetz in Form der Volumenladungsdichte pv

— Ladung ist dann nach Definition das Volumenintegral iiber die Ladungsdichte; pyv
ist somit Integrand eines Volumenintegrals:

Q-= jvjf pydV

— pv ist somit Integrand eines Volumenintegrals

— Mit Poincaré-Lemma(3) folgt unmittelbar das Coulomb-GauB-Gesetz:

— Ladungen bewegen sich mit (Material)-Geschwindigkeit G — Stromdichte J

() = oy (®)i)

I=fsfj~d7x

— Strom I durch 2D-Fliche S:



Axiom 1: Ladungserhaltung

— Wir postulieren Ladungserhaltung: Wenn sich Ladung in einem Volumen andert,
dann geschieht dies nur durch Ladungsstrom durch die Oberflache des Volumens
— Wir betrachten die materielle Ableitung (Beobachter bewegt sich mlt) o und

nutzen das Reynolds-Transport-Theorem (*):

DQ D !
— == dv|=0
Dt Dt [f\/(t)pv ]

_/ Ejﬂd\ﬂf pviidd 29, {f 3-ai=0
V(t) Ot O(V)(t) ot o)

Gauss 8
= di
[V(t)( ot Tav (pvu))

/\/()(Lgvmm)dv »8§t"+dle 0
t
Kontinuitatsgleichung

D .
- / div (8— + J) av
V(t) ot

— Damit dies fiir beliebige (zeitlich verénderliche) Volumina gelten kann, folgt:

| %

div (8—D +j) =
ot



Axiom 1: Ladungserhaltung (...)

— Aus Poincaré (2):

div a—D+J :0—>8—D+j:rotﬁ
ot ot

rotﬁ—a—D :j
ot




/wischenfazit

— Definition der Ladungsdichte und Poincaré (3) folgt sofort eine Gleichung in der
Form des Coulomb-GauB-Gesetzes (.. .es gibt eine Vektorfeld D, so dass...):

divD = PV

— Mit dem Axiom der Ladungserhaltung und Poincaré (2) und der obigen Beziehung
folgt (...es gibt ein Vektorfeld H, so dass ...):

rotH-=— =]

— Elektrische Anregung (historisch: dielektrische Verschiebung): D
— Magnetische Anregung (historisch: Magnetfeld): H
— Bisher keinen Riickgriff auf Krafte gemacht

— Ladungserhaltung gilt auch mikrophysikalisch — die inhomogenen
Maxwellgleichungen gelten auch mikrophysikalisch — elektrische und magnetische
Anregung sind mikrophysikalische GréBen

— Ladung ist auch relativistisch invariant — inhomogene Maxwell-Gleichungen
kénnen auch relativistisch invariant formuliert werden



Axiom 2: Lorenzkraft

— Die experimentell hervorragend bestatigtet Lorenzkraft wird als axiomatisch
angenommen: - - B
F=q(E+ixB)
— Hierbei wird die elektrische Feldstarke eingefiihrt
— Relativitatsprinzip: Physikalische Gesetze sind unabhangig vom Inertialsystem

— Betrachte zwei Inertialsysteme: Laborsystem (GréBen ohne ) bewegt sich
mit v relativ zum Ruhesystem der Ladung q (GréBen mit )
— Annahme: keine elektrische Feldstarke im Ruhesystem; es gilt offensichtlich

F":q(]:]'+ﬁ'><1§') =0
— Dann muss diese Kraft auch im Laborsystem verschwinden:

F=q(E+ixB)=0->E=-tixB

— Die beiden Feldstirken E und B (hist: magnetische Induktion) sind nicht
unabhédngig voneinander!



Axiom 3: Erhaltung des magnetischen Flusses

— Magnetischer Fluss durch Flache: & = IJB -dA
S
o o .
— Flusserhaltung analog zur Ladungserhaltung: — + ﬁ J¥-dg=0
o(9)
B . B -
— Stokes-Theorem: ff —-dA+ fj rot J®.-dA=0- — +1otJ® =0
& ot & ot
— Bildet man die Divergenz folgt (wegen divrot ... =0):

B

2 Opmag
div—=0—->divB = s
ot Pmag

ot

=0

— Die magnetische Ladungstragerdichte pmag ist auf jeden Fall zeitlich invariant!



Axiom 3: Erhaltung des magnetischen Flusses (.. .)

— Relativitatsprinzip:

Sei in einem System =0, dann gibt es an jedem Ort einen zeitlich

Dpmas ()
ot

konstanten Wert

Fiir einen Beobachter in einem anderen Initialsystem wiirde sich die

raumliche Verteilung aber zeitlich andern.

Dieser Widerspruch tritt nur dann nicht auf, wenn die magnetische

Ladungsdichte eine rdumliche Konstante ist. (fiir alle Orte und alle Zeiten

gleich)

Logische Konsequenz:

pnag(7,1) =0 = div =]

Weiterhin noch nicht klar, was J® st (hat die gleiche Dimension wie die
elektrische Feldstarke)

OB ce - . 9B . o
d—+rotJ‘P:0 rotE+d—:0 EZJ®
ot ot

-~

Aus der Flusserhaltung MG: Induktion  Ja! Folgt auch aus RP.



Bestandsaufnahme — schon fertig?

— 4 Maxwellgleichungen abgeleitet aus

— Mathematik, Relativitatsprinzip, Ladungserhaltung, Lorenzkraft,
Erhaltung des magnetischen Flusses

— Nebenher: Kontinuitatsgleichung der Ladung, E und B sind nicht
voneinander unabhéngige Phianomene

— 4 x 3 = 12 Feldkomponenten; 3+3+1+4+1 = 8 partielle DGLs

— Nur 2 dynamische MG — die anderen 2 Gleichungen (div ...) sind immer erfiillt,
wenn sie zu einem Zeitpunkt erfiillt sind — eher Nebenbedingungen

— Also: 6 dynamische Gleichungen fiir 12 Komponenten

— Was noch fehlt sind die sogenannten Materialgleichungen (constitutive relations)
— 6 weitere Gleichungen, z.B. fiir das Vakuum:

. . 1.
D =¢oE H=—B
Ho




Axiom 4: Die Materialgleichungen des Vakuums

— Man kann zeigen, dass die Materialgleichungen des Vakuums genau diese Form
haben miissen, wenn
— Die MGI des Vakuums sind invariant bei Translation und Rotation — eine
Eigenschaft des Vakuums
— Die MGI des Vakuums sind lokal und linear (Felder am gleichen Ort und zur
gleichen Zeit werden verkniipft) — eine Eigenschaft des Vakuums
— Kein Mixen von elektrischen und magnetischen Effekten — eine Eigenschaft
des Vakuums
— Dann (und in einer flachen Raumzeit), ergeben sich die Materialgleichungen in der
bekannten Form:




Bemerkenswert

— Die Materialgleichungen (des Vakuums) verkniipfen nicht nur die Anregungen und
die Feldstarken.

— Sie verkniipfen auch elektromagnetische Felder mit der Struktur der Raumzeit.
Tatsachlich gibt es Hinweise dafiir, das die Propagation elektromagnetischer
Felder, die metrische Struktur der Raumzeit bestimmt (und nicht umgekehrt).

— Hehl,F.W. and Obukhov, Yu.N.: Foundations of Classical Electrodynamics:
Charge, Flux, and Metric (Birkh3user, Boston, 2003)

— Lammerzahl, C. and Hehl, F.W.: | Riemannian light cone from vanishing
birefringence in premetric vacuum electrodynamics", Phys.Rev. D, vol.70
(2004) 105022 (7pages); arXiv.org/gr-qc/0409072
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Ausgangspunkt

Die Maxwellschen Gleichungen

differentielle Form  — Satz —  integrale Form
divD = py - Gauss — ff D-dA= ﬂf py dV
) o)
divB =0 - Gauss - {f B- dA—O
rotE+ 22 = § — Stokes - ¢ Ed@:—jja—B ai--4 B dA
ot o(A) ‘A Ot dt [A
oD - e d s
rotH- — =17 —  Stokes — ¢ H-ds=[[J-dA+—|[[[D-dA
ot o(A) X dt | A

FeldgroBen - Einheiten

— Elektrische Feldstirke E mit [ ]

— Magnetische Feldstirke H mit [ﬁ]

— Elektrische Flussdichte D mit [

— Magnetische Flussdichte B mit

]=¢
[B]=T

Am -1
=Asm™?

=Vsm™2



Alternative Bezeichnungen

Elektrisches Feld E: -

Magnetisches Feld H: in der Physik heute teilweise auch magnetische
Anregung/Erregung — Axiomatische Einfiihrung
— Elektrische Flussdichte D:
— in der Physik heute teilweise auch elektrische Anregung/Erregung —
Axiomatische Einfiihrung
— alternativ: dielektrische Verschiebung, Verschiebungsdichte,
Verschiebungsflussdichte, D-Feld
— Magnetische Flussdichte B:
— in der Physik heute teilweise auch Magnetisches Feld — Axiomatische
Einfiihrung
— alternativ: magnetische Induktion, Induktion, Flussdichte, B-Feld



Andere GroBen - Einheiten

— Volumenladungsdichte py: [pv] = Cm™3 (spater auch Fliachenladungsdichte und
Linienladungsdichte)

- Stromdichte J mit [j] =Am™?
— Allgemein Summe von drei Beitragen:

— Die eingepragte Stromdicbte Jg ist unabhangig vom betrachtetem E-Feld.
— Die Leitungsstromdichte J;, mit

jL=r-E
wird in aller Regel hier betrachtet. k ist die elektrische Leitfahigkeit;
[k]=AmV~Im2= (Qm)’i =S/m
— Die Konvektionsstromdichte Ji mit

Jk=pv-v,

welches z.B. in Plasma vorkommt, spielt hier meist keine Rolle.



Materialgleichungen

Die elektrischen FeldgroBen E und D sind voneinander abhangig:
D=gE+P

mit Polarisation P; [13] = [13] =Cm™2
Die magnetischen FeldgréBen H und B sind voneinander abhangig:

B = puo (I + 1)
mit Magnetisierung M, [1\7[] = [ﬁ] =Am™!
Ohne Materie (|m Vakuum) _gibt es keine Polarisation und keine Magnetisierung.
Es gilt D=¢oE und B = ,uoH
Die Dielektrizitatskonstante/Permittivitat des Vakuums eg und die Permeabilitat

des Vakuums po sind universelle Konstanten und mit der Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum c verkniipft:

¢=299792458ms™! ~3x 108 ms™! also: 30cm/ns
o = 4m-107" Vs/(Am)

1 5
~8.85x 10712 As/(Vm) mit ¢?=p0 = |
poc?

EQ =



Materialgleichungen - homogene, lineare, isotrope
Medien

— In aller Regel werden wir uns auf homogene, lineare, und isotrope Medien
beschranken

— Ein Medium ist homogen beziiglich einer bestimmten Eigenschaft, wenn diese
Eigenschaft nicht vom Ort abhangt.

— Ein Medium ist linear beziiglich einer bestimmten Eigenschaft und einer
bestimmten Anregung, wenn die Eigenschaft nicht von der Amplitude der
Anregung abhiangt (z.B. Federkonstante im Hookschen Bereich)

— Ein Medium ist isotrop beziiglich einer bestimmten Eigenschaft und einer
bestimmten Anregung, wenn die Eigenschaft unabhangig von der Richtung der
Anregung ist (z.B. ist die Polarisation in Kristallen haufig nicht isotrop beziiglich
einer elektrischen Anregung).

— Es gelten dann die Materialgleichungen fiir homogene, lineare, und isotrope

Medien: ~ ~ B ~
D =¢per Eund B = popur H
—— ——
=€ =/

— Fir Polarisation und Magnetisierung

P=co(er—1)E und M = (py - 1)H



Beitrage zur komplexen Permittivitat

— Grundsatzlich verschiedenes
e=¢g'+ig" (A Verhalten bei vorhandenen
oder nicht vorhandenen
€' dipolar 1 Riickstellkriften

@ — dipolar: Polare Molekiile

l (z.B. Wasser) orientieren sich

im Feld, keine Riickstellkraft
molekular S (nur thermische Bewegung)
atomar — Debye-Relaxation

— molekular, atomar:
Riickstellkrafte vorhanden —
harmonischer Oszillator

IR D I D N R R 12' ! |1 e — Dielektrische Spektroskopie
103 10° 10° 10 101> — Aufklarung der
MMikrowelle | infrarot VIS[UV | Mechanismen

Frequenz in Hz

Quelle: Prof. Kenneth A. Mauritz, derivative work: Cepheiden,
Attribution, via Wikimedia Commons
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Normalkomponenten

GauBsche Dose:

@ enm ) @2 m

von D und B

— Coulomb-GauB-Gesetz: divD = py
— Volumenintegral: [[[ divDdV = [[f py dV
v v

§f D-dA=[ffpvaV
o(V) v
— Grenziibergang h - 0

- (fiy - Dy +1ig-D2) A= [[[ pp - 6(x)dV = pp - A

Y
(—ﬁ~D1 +ﬁ~D2)A: J:HpF'é(X)dV:pF -A
Y
— Normalkomponente von D ist ggf. unstetig:

D; -D} =pp

— Analog aus divB=0

— Normalkomponente von B ist immer stetig:

B; -B]




Tangentialkomponenten von E und H

Stokesche Flache:

. OB
— Induktionsgesetz: rotE = - —
B ot
A oB
® ©) — Flachenintegral: [f rotE-dA = - [ —- dA
— " B, oB -
(L - § B-ds=-ff, = -dA
_ otn at

— Grenziibergang h — 0, FluBanderung
verschwindet

- -E}-1+E5-1=0

— Tangentialkomponente von E ist immer stetig:

t t

A ) — Der Tangentialvektor t ist nicht eindeutig. Die
Beziehung gilt fiir alle méglichen
E1 Eo Tangentialvektoren tLii

dsy dso




Tangentialkomponenten von E und H
@ ©)

[P . R
. - 0D
— Durchflutungsgesetz: rotH=J + rn
— Flachenintegral, h — 0, Anderung
Verschiebungsstrom = 0:
HyHY = ([ J-dA = [ Ja0(x)-dA =32
dsy dso A A
— Tangentialkomponente von H ist ggf. unstetig:
A C(A)
—
Hy Ho
t — Die Beziehung gilt fiir alle méglichen

Tangentialvektoren mit to = fi x £
i
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A keine Einschrankungen - Maxwell-Gleichungen

ot -2 B B-ds--< ([B.dk
ot ot dt )
mtﬁ=3+§ﬁ Cg)ﬁ.dg=£jj.dA+;Jﬁ.dA
divB=0 B-dA=0
o(V)
divD = py @5 D.dA = jﬂpvdv
o(V)
‘%?Hdl j=0 jﬂpvd\u Sﬁﬁ j-dh=0

o(V)



B Statischer Grenzfall:

rotE =0

QJ‘.Q’
-+

§£ BE.ds=0
c(A)
rot H=J+0 §£ Heds=[[J-ah+0
c(A) A
divB=0 B-dA=0
o)
divD = py D dA:fﬂdev
o(V) Y%
O+div=0 0+ J-dA=0



B.1 Elektrostatik: J =0

Grundgleichungen der Elektrostatik

rotE=0 E-ds=0

divD = py ﬁ ﬁ-d&=fjfpvdV
A

rotE=0 f E-dg=0
ciA)
divE:lpv ﬁ I:}df\:ljffpvdv
€ o(\V) ey

rotE=0=E = -grad¢ » —divE = divgrad ¢ = Ao = {p\ (Poisson-Gleichung)



B.2 Magnetostatik: py =0

Grundgleichungen der Magnetostatik

rotH=1J o d§=ffj dA
c(A) A

divB =0 B-dA=0
o)

divi=0 @Sid/&:o
o(V)

fiir homogene, lineare, isotrope Medien: B = pou,H = pH

rotE:,u:] 95- E-dﬁzu jjdA
C(A) A
divB=0 @ B.-dA=0
o(V)

divB=0= B=rot A > rot B = rot rot A = ;.J (fithrt spater zur Eichung)



B.3 Stationares Stromungsfeld: divJ =0,J = J, = kE

Grundgleichungen des Stationdren Strémungsfeldes in Gebieten ohne Elektromotorische
Kraft (siehe ,Stationares Elektrisches Strémungsfeld*)

rotE=0 55173-(15:0
c(A)

rot H = J H.ds= fj-dA
C(A) A

i

div] = rdivE =0 CdA = ﬁnﬁ-dA:O

o(V) o(V)

— Das E-Feld ist divergenz- und rotationsfrei

— Positive und negative Ladungen sind kompensiert: py =0



C Quasistationares Feld

— Es sind zeitliche Anderungen vorhanden; diese sind aber ,langsam*.
— Momentanaufnahmen der Felder entsprechen den statischen Feldern
— Wirkungen werden ,verzégerungsfrei ibermittelt — Keine Retardierung
— Keine Abstrahlung
— Orts- und Zeitabhangigkeit sind entkoppelt
— Berechnungen mit den Lésungsmethoden der Statik (aber zeitabhangig)
— zwei Fille:

— Quasi-Elektrostatik (Induktion vernachlissigen)

0

L J= = L
aD#O und aB»OérotE%O

— Quasi-Magnetostatik (Verschiebungsstrom vernachlassigen)

2]3—%3 und géi@zrotﬁ—»j
ot ot



C.1 Quasi-Elektrostatik

rotE =0

rotfi=i+ 2D

. . - d L
H.-ds=[[J-dA+ S ([D-dA
at s=JJ T J
c(A) A A
divB=0 B-dA=0
o(V)
divD = py D-dA = j pv dV
o) Y%
pr L= d - -
o divi=0 aIJJdeV+ Sﬁﬁ Jj-dA=0



C.2 Quasi-Magnetostatik

rotE = —QB
ot

rot H =]
divB=0

divD = PV

o B}
PV L divi=0
ot



Der allgemeine Satz der Maxwell-Gleichungen ist zwar immer korrekt, aber haufig
unnétig kompliziert

Das Auffinden der Lésungen wird stark vereinfacht, wenn geeignete Annahmen
gemacht werden.

Die vorgestellt Einteilung der Vereinfachungen kann auch noch weiter
granularisiert werden.

In den folgenden Einheiten werden die Losungsverfahren fiir die verschiedenen
Félle eingefiihrt und die zugehdrigen Lésungen diskutiert.

Lernziele:

Sie kennen die Maxwell-Gleichungen

Sie kénnen die Beziehungen zwischen den Gleichungen erklaren

Sie kénnen vereinfachte Grundgleichungen entwickeln

Sie kénnen Problemstellungen analysieren und Lésungen finden

Sie kénnen Modelle fiir neue Problemstellungen entwickeln

Sie kénnen fiir neue Problemstellungen geeignete Lésungsmethoden
auswahlen
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Elektrostatik: Vakuum und leitenden Korpern

y
\




Elektrostatik: Vakuum und leitenden Korpern

Problem
Im Lésungsgebiet gibt als Quelle eine Ladungsverteilung py (¥). Abgesehen davon ist der
Raum entweder Vakuum mit € = 9 oder kann als perfekt leitend kK — co angesehen

werden.
Statik: Die Relaxation der freien Ladungstrager in den perfekt leitenden Gebieten ist so

schnell, dass alle elektrischen Felder praktisch instantan kompensiert werden:

‘ |

E =0 in den perfekt leitenden Gebieten

gesucht: Feld im Raum auBerhalb der perfekten Leiter

Nebenbemerkung

spater, bei harmonischer Anregung: komplexe Dielektrizitatskonstante

K(w)

e(w) =¢ +je'’" =e(w) -j—= p—"



Grundgleichungen (auBerhalb der perf. leitenden Gebiete)

rotE =0 E-dg=0
o(a)
divD = div (0-E) = py o Qﬁ E.dA:prvdv:Qinv
o) v

In einfachen Fillen (geeignete Symmetrie) kann aus dem obigen Coulomb-Gauss-Integral
direkt das E-Feld berechnet werden.



Kugelsymmetrische Ladungsverteilung am Ursprung

pv(E) =pv(r')  E()=EG")ey
V: Kugel mit Radius r um den Ursprung: dA = dA&, — 2. dA = E(r)dA

@9 E. dA =E(r) ﬁf dA = 47r®E(r)

o(V) o(V)

3 1 B 1 T NPl 2m T
_gj\ﬂpvdv_gfo pv (t)r'2dr fo dcp/o sin 9do
An . INLI2 T

- d

= Jo pv(r)r’"“dr

1 r
B(F) ==— f py (r)r2dr’
Eor 0

Homogen geladene Kugel mit Radius R; keine Ladung auBerhalb:

. _p V.. _Qr 7
@) - py firr’ <R . B(r) - nor 320" = TreoR® firr<R
pv T 0 fiir o/ > pv 1p3 .  Q .
urr’ >R aTrZ:&R Treor? firr>R

TET: Elektrostatik-I
TECHNISCHE
UNIVERSITAT Theoretische Elektrotechnik und EMV / H.G. Krauth3user Folie 5 von 14
DRESDEN Lizenz: CC BY 3.0 DE @® Seite 60



Coulomb-Gauss-Integral: Vorteile - Nachteile

— Die Berechnung des E-Feldes aus dem Coulomb-Gauss-Integral

ﬁ F:-d]x:%gjpvdv

o(V)

ist ein guter und intuitiver Lésungsweg, wenn das linke Integral leicht zu einem
Ausdruck fiir E(T) fir alle T im Lésungsvolumen umgeformt werden kann.

— Ob das rechte Integral dann analytisch gelést werden kann, ist grundsatzlich
sekundar.

— Eine analytische Losung ist zwar in jedem Fall vorzuziehen, aber im Zweifel kann
das Integral immer numerisch gelést werden.

— Leider kann das linke Integral jedoch nur ausgewertet werden, wenn starke
Symmetrien vorliegen (wie im gezeigten Beispiel).

— Weitere Beispiele:

— geladener Ring
— unendlich langer, homogen geladener Zylinder

— Wir bendtigen allgemeinere Methoden und Methoden fiir weitere Spezialfalle!



Coulomb-Integral - Skalarpotential

Fiir die Uberlagerung (Superposition) von n einzelnen Punktladungen gj an
Positionen T; ist das Feld bekannt, falls keine weiteren Randbedingungen im

Endlichen vorliegen:

(r_rJ)

h_ﬁ|

Beim Ubergang auf eine kontinuierliche Ladungsverteilung

dq =

pv (F)d%

ergibt sich sofort das Coulomb-Integral

Es gilt

und somit

E(F) = —grad¢ mit

E(¢

I Pv(i'){r—r ) oy

47T60 |
P
T—7
grad ; ——
P Fo
(b(f _ 1 pv(f’) 3.7
Ameq [F -7

Skalarpotential



Skalarpotential formal - Poisson /Laplace-Gleichungen

Lemma von Poincaré

— Ein auf einem einfach-zusammenhangenden Gebiet definiertes wirbelfreies
Vektorfeld kann als Gradient eines Potentialfeldes dargestellt werden.

roté =0= & = gradf

— Ein quellenfreies Vektorfeld auf einem konvexen Gebiet kann durch Rotation eines
Vektorpotentials dargestellt werden.

div,é :0=>B=rotd
— Eine skalare Felddichte kann als Divergenz eines Vektorfeldes dargestellt werden.

7 ist ein Volumen-Integrand = ~ = div 8

E-Feld: |rotE=0=E = —grad ¢ |, ,,-": Konvention; ¢: Elektrisches Skalarpotential




Fiir statische Probleme gilt immer rotE=0
daher: E= —grad ¢

Fiir einfache Medien mit D = ¢E: divE = épv

einsetzen:
o1
divE =—py
€

1
div (-grad ¢) =—pv
€

1
Ap = _gpv Poisson-Gleichung

Spezialfall py =0 — Laplace-Gleichung

Vorteil: Ist ¢ die Lésung des Problems, erfiillt das zugehérige E = —grad ¢
automatisch die zweite Gleichung rot E=0

Nachteil: Anstelle von zwei DGLs erster Ordnung nun eine DGL zweiter Ordnung.
Bemerkung: E(¢ + const.) = E(¢), ¢ nur bis auf additive Konstante bestimmt.



Kraft - Feldlinie - Aquipotentialfliche

— Kraft auf eine Probeladung q im Feld E(t)
F(1) = qE(¥)

— Die Trajektorie einer solchen fiktiven Testladung beschreibt eine Feldlinie
(Orientierung: von ,+" nach ,-").
— Orte mit gleichem Skalarpotential — Aquipotentialfliche

— Sei d3 eine kleine Verschiebung auf einer Aquipotentialfliche, dann gilt:

dep =¢(F+ds) - p(¥) =0
=grad ¢ - d§

also:

grad ¢ L d$ A grad ¢ | E — | E(Feldlinien) 1 Aquipotentialflichen




Wegunabhangigkeit - Potentialdifferenz

f — Betrachte zwei beliebige Wege C1 und Cso
zwischen Ty und T.

— Wegen rot ]:DQ: 0 gilt fiir jeden geschlossenen
Weg C: §E-ds=0

— Der Weg C; + (-Cz) ist ein geschlossener
Weg. Daher folgt die Wegunabhangigkeit:

~ Wege auf Aquipotentialfliche (¥ - 1 und
Tg —T) tragen nicht bei, da ds L E

— Wege entlang einer Feldlinie (T1 = T2):
E-ds = Eds = —|grad ¢|ds

— Somit

[ E-dg=- [FQ lgrad ¢|ds = ¢(To) — ¢(T)
To I

#(%o)




Spannung und Arbeit

Spannung

Man definiert die Spannung Ug; als Potentialdifferenz:

)
U21=¢2—¢>1=—[ E-dg; [U]=V
T1

Arbeit

Auf eine Probeladung q wirkt im E-Feld die elektrostatische Kraft F = qE Um die
Ladung am Ort festzuhalten ist eine gegengerichtete Kraft aufzuwenden Fpech = —Fe.
Die Arbeit A auf dem Weg von 71 nach r3 ist somit

) = o Y
A= [P Fren-ds== [ Fe-ds=-q [ E-ds - a(¢(i2) - (1)) = aUa
1 r r



Elektrostatische Energie

Die Energie einer auf einen endlichen Raum beschrankten Ladungskonfiguration py
entspricht der Arbeit, um Ladungen aus dem Unendlichen zu dieser Konfiguration zu
bringen.

Wegen ¢(7) = 47350 p‘;’_—(;,l)d?’r ist (co) = 0 fiir eine raumlich begrenzte

Ladungsverteilung.

— N Punktladungen: Potential am Ort T; der ersten (i—1) Punktladungen mit
Ladung q; an den Orten T;:

1 qj

[ - 751

() = —— )

4meq j

Il
fun

Arbeit um Ladung g; von oo nach T; zu bewegen: A; = q;¢(T;)

Die Gesamtarbeit A = 2%12 A; (der Term fiir i = 1 verschwindet, da der Raum bei
der Verlagerung der ersten Ladung noch feldfrei ist) entspricht der
elektrostatischen Energie We:

1 N i-1 :q: 1 N N L
q9idj ZZ qi9j (17(5”)

A=W, - - - =
© 4meo i=2j=1 [F; — %] Smeo i=1j=1 [¥; — %]




Elektrostatische Energie - kontinuierliche Verteilung

— In der Formel fiir N Punktladungen tauchen die Terme i = j nicht auf.

— Beim Ubergang auf kontinuierliche Ladungsverteilungen lassen sie sich aber nicht
ausschlieBen. Der nicht vollig Aquivalente Ausdruck heiBt in diesem Fall somit:

_ 1 pv(¥)pv (i) r_ 1 o (3
W, = % JI aiﬁ,'dgrd?’r = 5 f pv(r)¢(r)d3r

r—r

— Nebenbemerkung: Die Diskussion des Unterschieds fiihrt zum Begriff der
Selbstenergie einer Punktladung, der jedoch (bisher) nicht widerspruchsfrei
aufgeklart werden kann. Das ist nicht véllig tiberraschend, da Punktladungen nur
Modelle sind.

— Mit py = —€0A¢ und div (¢pgrad ¢) = grad ¢grad ¢ + pA¢ folgt

We =- 550 (f div (¢>grad¢>)d3r—/(grad¢)2d3r) = %) f(graqu)QdSr

€ - 0 -
:Eof|E|2d3r Energiedichte : WS:EO|E|2
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Elektrostatik: Einfache Spezialfalle

— Schon aus dem Grundstudium bekannte Spezialfille
— Plattenkondensator
— Kugelkondensator
— Zylinderkondensator
— Loésungsstrategie/Algorithmus immer gleich:
— geeignetes Koordinatensystem wéhlen
— Idealisieren: Randeffekte vernachlassigen
— Symmetrie: Feldrichtung liberlegen
— E-Feld berechnen (Coulomb-GauB)
— Ré&umlich beschrénkte Ladungsverteilung — Potential im Unendlichen
verschwindet
— — Potential, Spannung, Kapazitit C = Q/U, Energiedichte, Energie
— Das werden wir hier nicht vorrechnen.
— Schéne (einfache) Ubungsaufgaben!

— Hier: Monopol — Dipol - (Quadrupol) - Multipolentwicklung



Monopol - Punktladung q am Ort 7

. 1 f-%o
B(r) =
) = fes S =T
11
T) =
o) = s Y=ol

TET: Elektrostatik-1
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Dipol - Zwei Punktladungen +q und —q mit Distanz &

*a — Abstandsvektor & von ,-* nach ,+“
— Dipolmoment: p=q-a
2 — Superposition liefert Feld und Potential

a1 ( k3 f—é) ( 1 1 )
®= T T Yemap) 0" e BT

4meq
20 \W\

1.0 q

05 7

= 0.0 A

-05




Potential des Dipols - Taylorentwicklung

— Der Ausdruck fiir das Potential ¢(T) = 4ﬂ50 ( q‘r| +Afg al) ist einfacher

Taylorentwicklung eines skalaren Feldes f am Punkt T in Richtung &

:"H

(3 V)™(F) = exp(a- V)E(F)

o
faz

— Taylorentwicklung von ﬁ am Punkt T in Richtung —-&a

1 71+f~5+13(1’~5)2—r2a2+
F-a r 13 2 b

Entwicklung des Potentials - Term 1/r fallt weg:

r3 2r5

o) = 2 [f‘3+73(f'5>2‘r2a2+...]



Punktdipol - Dipolmoment als lokale GréBe

— Bisher ist & eine endliche GréBe und das Dipolmoment p = qa somit nicht nur
einem Raumpunkt zugeordnet

— Fiir & — 0 muss gleichzeitig q — oo gehen, damit lim p = p bleibt.

a—0
— Dieser Ubergang fiihrt zum Potential des Punktdipols ¢p, wobei die Terme qa?,
an, ... vernachlassigt werden kdnnen
1 tp 1
7) = — == p-grad —
¢p(¥) 4meg 13 4dreg bré r




E-Feld des Punktdipols

— Weitere Berechnung in Kugelkoordinaten mit p || é,: T+ p =rpcos?d

pcos?d
2

1
#p(F) = o

~ Das Feld folgt aus Ep = —grad ¢p; grady = 228, + 1 8%g, 4 1

p 2costd p sind
Epr=— ; ED,'(? = 3 ED,gp =0

T 4meg 13

— Koordinatenfrei:




N diskrete Dipole - Dipoldichte - Kraft - Drehmoment

— Potential (und Feld) von N Dipolen pj bei 7; folgt einfach aus Superposition:

(-1 1 Z Ll
T =13 pj-gradr—
E-5  dmeo 57 e
— Ubergang zu einer kontinuierlichen Dipoldichte m(¥); p = Jy, m(i')d3r":

a3y’

ﬁl(f,) (f_f,) 3.7 1 !
= ————=dr = ——— f m(r") - grad
¢p(®) = 471'60 s P73 ' dmreg JV (F)-gra [t -1/

- Die Kraft Fp und das Drehmoment Mp berechnet mal vollig analog durch
Superposition:

— Uberlagerung von zwei Dipolen — Quadrupol mit Quadrupolmoment

— Stattdessen direkt: Multipolentwicklung



Multipolentwicklung

1 pV(f/) d3r/
4meg [f -7/

o(r) =

— Loésung lber z.B. iiber Coulomb-Integral moglich; in der Regel aber nicht analytisch
— Gesucht ist eine analytische Naherungsldsung fiir [f| > [/
— Dafiir: Entwicklung von =% fiir [f| > |F| nétig

[F=/]
— Kosinussatz
L2 2
|r7r'| =r2+1"*-2.r-1" - cos?’

' \? r
=r2. 1+(7) -2.—.cos?
r r

!

!
|f‘—f'|:r-\/1+a mitszrf-(rf—chosﬂ') [ > |f’|—>s<<1
T

T



=

mit eingesetztem ¢

1

F— v

1 1 5
:7~(1+a)_%=7~(1—7~5+7~a ——-53+...)
r r

!
1 L (L—2 cosq?)
2 r r
. 2
(— (7—2 COS’l9’)
r
’ 7 3
(7) (172 00519) +]
r r

1[
— (1=
r

Sl oo\w

und nach ein wenig Sortierung

1

[ -]

1 /
= 7~[1 + 5 cosw’

T

T

\2 3-cos?9 1
+ — —_—
T 2

'\* 5.cos39 -3 cos’
=) — ..
r 2



Die roten Terme sind Legendre-Polynome Pn(cosﬁ'), somit lasst sich der Ausdruck zu

oo 7\ n
7‘4 1%, L > (r—) -Pn(cosd”)
r

| T n=0

verkiirzen. Setzt man dies in das Coulomb-Integral ein ergibt sich fiir r > r’

6(5) = —— - 5 —— [[[ ()" Pulcosd") - py (&) dV"
).

dmeg 120 o+l

oder in ausfiihrlicher Schreibweise

¢(f)_4mo[ pr (i )dv’+riz.jvﬂr’-cosﬁ’pvdv'

\—,__/
Q in Volumen Tor

+ r% -J\J:f(r')Q . (% -cos? — %) ~pv(f')dV'+...:|.




Aus der Ferne betrachtet ist der Multipol eine Punktladung und es ergibt sich eine
unendliche Summe aus dem Monopolterm

47 Amteg T

om(F) = 180~§~jvjfpv<f’>dV’= Lg

dem Dipolterm

inee 2 I\J;fr' ~cos? - py () dV’
B 47r150 . r% ’ fvjlff/ v () AV’

L ——
P von Volumen

1 P
T 4meg 13

dem Quadrupolterm, Oktopolterm und so weiter.



0000000000
000000
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Elektrostatik: Randwertprobleme

Poisson-Gleichung

Das Grundproblem der Elektrostatik ist die Losung der Poisson-Gleichung
= 1 "
Ap(F) = ——pv (T)
€0

Falls keine Randbedingungen auf Grenzflachen im Endlichen erfiillt sein miissen kann das
Potential bei bekannter Ladungsverteilung aus dem Coulomb-Integral (manchmal auch:
Poisson-Integral) berechnet werden:

1 pv () 3.7
4meq [f -1/

Randwertproblem

. N e 84 - —
Gegeben sei py (1) in einem Volumen V und ¢ und/oder == = grad ¢ 1= 11 auf

Grenz- oder Randflachen in V. Cesucht ist ¢(F) fir T e V.



Warum diesen beiden Randbedingungen: ¢ und/oder g—f? — Mathematik
Greensche ldentitaten

Og
fA dg-gradf d3’:9§ 178 42,/
/V[ g+ (grad g - grad )] oy e T

1. Greensche ldentitat

0 of
/ [fAg — gAf]d3r = 55 [f—g -g— ]d2 /2. Greensche ldentitat
v o)L On On

Normalenableitung: ng] =gradf-ni
1

Beziehung fiir die §-Funktion (Distribution): 6°(¥ —1') = - = ‘r =
Um die Poisson-Gleichung in eine Integralgleichung umzuwandeln setzen wir in
der 2. Greenschen Identitit f — ¢(i') und g —

1.

=k
o 1 1 o 3.7 _ B AN S A
fv[¢(r e )]d el GO CER

1 p(t")
vV [F-7|

1 1
= ‘(]g ¢ii __1 o9 42
oW)| on' [f-1| [F-7/|0on’

=/
#(F) = Pyt )dgr’ = 95 1_9¢ 0 1 |42
47r50 vV [F -1 47 Jo(v) | |F —1'| On’ on' |f—1|

Somit:




Diskussion der Integralgleichung fiir ¢

Wir haben folgende Integralgleichung fiir ¢ gefunden:

=/
o) = WO gy Lf 00 0 L
47rao v -1 ar ooy [ F=#|on ~ Pon F-7]

Nur Ladungen im Volumen V sowie ¢ bzw. o¢ _ grad¢ -1 = —E-1i bestimmen das

Skalarpotential ¢ in V. Ladungen auBerhalb von V wirken nur indirekt.

Spezialfall: Wenn keine Ladungen in V vorhanden sind, ist das Skarpotential
vollstdndig durch die Randwerte festgelegt.

Liegen die Rander von V im Unendlichen (V ist der ganze Raum), verschwindet
das Oberflachenintegral, weil der Integrand mit 1/r'3 abfallt. Es ergibt sich das
bereits bekannte Ergebnis fiir das Skalarpotential im freien Raum.
Wir werden als néchstes zeigen, dass die Lésung (fiir das E-Feld) bereits eindeutig
bestimmt ist, wenn fiir Punkte € O(V)
— uberall ¢ gegeben ist: Dirichlet Randbedingungen
— oder iiberall 22 =grad¢-ii = —E-1i gegeben ist: Neumann Randbedingungen
— oder fiir einen Teil der 01(V) c O(V) Dirichlet Randbedingungen und fiir
einen anderen Teil O2(V) € O(V), O1(V) U 02(V) = O(V) Neumannsche
Randbedingungen gegeben sind: Gemischte Randbedingungen



Eindeutigkeit

— Seien ¢1 und ¢2 Lésungen der Poisson-Gleichung A¢gq 2 (T) = —%pv(f) mit
gleichen Werten oder gleichen Normalenableitungen auf O(V).

— Dann ist ¢ = ¢1 — ¢p2 Lésung der Laplace-Gleichung A () = 0 mit
verschwindenden Werten bzw. verschwindender Normalenableitung auf O(V).

— Wir wenden die 1. Greenschen |dentitat fir den Fall f =g =1 an:

17
/\;[1/)A1Z}+(gradw~grad1/1)]d3r'=%(V)w W 42 '/(gradl/}) d3r' =0 = grady =0
— Dirichlet: 9 =0 auf dem Rand. =9 =0in V. - ¢ = 0o %El :Eg
— Neumann: % =0 auf dem Rand. = ¢ =const. in V. - ¢, =9 +C > Ej = Es

— Durch Angabe von ¢ UND g—ﬁ an irgendeinem Punkt von O(V) wére das Problem
bereits physikalisch tiberbestimmt!
— Die Gleichung
i 1 1 0 le] 1
(%) = v a1 95 ¢ a2
F-T o(V) -7

47r50 v [F-1| 4 [f = 7| On’ on’ [f

ist somit noch nicht die Lésung, sondern ,,nur" dquivalent zur Poisson-Gleichung.
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Greensche Funktionen - Fundamentallésung

Sei £ = L(x) ein linearer Differentialoperator der auf Funktionen (besser
Distributionen) angewendet wird, die auf einen Teilraum ) des R™ definiert sind.
Eine Greensche Funktion oder Fundamentallésung G = G(x,s) zum Operator £
am Punkt s € Q ist jede Losung der Gleichung

LG(x,s) =6"(x—s)

Die Bedeutung der Greenschen Funktionen fiir die Lésung inhomogener partieller
Differentialgleichungen wird folgendermaBen klar:
Multiplikation mit beliebiger Funktion f(s) und Integration iiber s:

fﬁG()gs)f(s)d“s: fén(x—s)f(s)dns:f(x)

Der Operator L ist linear und wirkt nur auf x:

c [/ G(x,s)f(s)d"s] - £(x)

Sucht man also eine Lésung der inhomogenen lineare Differentialgleichung
Ly(x) = f(x), und kennt eine Greensche Funktion (Fundamentallésung) G(x,s) -
also LG(x,s) = 6" (x—s), so gilt:

y(x) = / G(x,s)f(s)d"s ist Lésung von Ly(x) = f(x)




Eigenschaften von Greenschen Funktionen

— Wenn der Kern von £ nicht trivial (nur die Null-Funktion) ist, hat das Problem
LG(x,s) = 6"(x —s) unendlich viele Lésungen G(x,s) (Addition von Elementen
des Kerns)

— Im Allgemeinen hat ein Operator L keine eindeutige Greensche Funktion

— Diese Mehrdeutigkeit werden wir bei der Lésung von Randwertproblemen
ausnutzen!

— Ohne Beweis: Greensche Funktionen sind adjungiert symmetrisch:

G(x,s) = Gf (s,%)

— Ohne Beweis, wichtiger: Ist £ eine selbstadjungierter Operator, also £ = LT, dann

sind seine Greenschen Funktionen symmetrisch:

L=L1= G(x,s) = G(s,x)




Randwertproblem der Elektrostatik

— Poisson-Gleichung: A;¢(T) = —%pV(F) = L = A, selbstadjungiert

— Bestimmungsgleichung fiir Greensche Funktion: A, G(T,T') = —%63(1? -1)
(konstanter Faktor unbedeutend!)

— Bekannte Identitat: 0%(¥ —1') = —

1
HAr F—|

— Damit ist eine Greensche Funktion des Laplace-Operators bereits gefunden:

1 1

" dreo [r— |

1
AG(T,T) = ——83(F - 1) gilt fiir G(¥,17)
=)

— Zu dieser speziellen Greenschen Funktion kann jedes Element I'(%,1’) des Kerns
des Laplace-Operators (A.I'(¥,1') = 0) addiert werden, wobei I" eine symmetrische
Funktion sein muss (Laplace ist selbstadjungiert):

G(t,1") = ! !

= +T'(%,7) mit A L(F,) =0, T'(%1)=0I(@1,7)
drmeg |F -1/




Skalarpotential berechnen

— Wir setzen (wieder) in die 2. Greenschen Identitét ein: f — ¢(¥’) und g — G(%,1/):
[ 618G G ) - G )M ] d = -— f $(#)53 (¥ - #')dr’
+— f G, )p(E)d3’

B oG(E,¥) ., . & 0P| 2,
_92(\/) [¢> on’ G, )8 ]d

— Somit:

- ¢

R L N [ R~ L

— Freie Wahl von I'l - Anpassung an gegebene Randbedingungen!



Dirichlet-Randbedingungen; ¢ auf O(V) vorgegeben

0p
o ow

o) = [ pv(E)G(E )N +<o f%)(v) [G(f,f’) Lﬁ’”]d?r'

— Wunsch: Wiahle T'(¥,7') so, dass
}§ a2 a2 o
O(V) on’
— Nabheliegender (und haufig verwendeter) Ansatz:

G(%,1') =0 fiir i’ € O(V)

— Damit:

OG (%, 1
60 = [ @CENE a0 f o 0 g2




Neumann-Randbedingungen; & —n = —E-ii auf O(V)

60 - f 66 e e 28 - 628D gy

— Wunsch: Wahle T'(¥,7') so, dass

2/
‘¢- ¢6G(I‘,I‘ )erl — 0
o(V) on’

Naheliegender (und NICHT funktionierender) Ansatz:

aG(, )
on’

1 1
fAr,G(f,f’ d3r':——f63(f—f')d3r':——
A% go JV €0

=0 fir ' e O(V)

— Einerseits:

— Andererseits:

= ol
/ AyG(E, )3 = 55 grad /G(3,7') - i'd%r = f 9G(, 1) g2,/
v o(V) o(v) on’



Neumann-Randbedingungen; & 8— = —E-ii auf O(V)

o(F) = Apv(f’)c(f,f’)dsr’+€0 % [ (%, 4/)7 —¢8G(f T )]er/

— Néchstbester Ansatz: Wahle I'(%,1’) so, dass

aG (&, _
€0 yS(J(V) ) 8(n’ )dzr' = (g mit ¢g = const.

— Haufig gewahlt:

p - 1
OG(1,1") =—— firt’ e O(V), S= Oberfliche
on’ €05
— damit: 1
- = )d?r’
b0 s ooy p(¥")d"r

— Das ergibt dann:

d2/

9) g0 = [ v (NGEN ve0 § GG




Konkrete Losungsverfahren

— Wenn die Funktion " (und damit G) gefunden werden kann, dann ist das
Poisson-Problem gelost.

— Konkrete Methoden zur Lésung werden im Folgenden betrachtet

— Spiegelungsmethode, Bildladungsmethode: Platziere zusatzliche Ladungen
auBerhalb von V. Deren Feld ist das gesuchte I', wenn die Uberlagerung die
Randbedingungen erfillt

— Entwicklung nach orthogonalen Funktionen: Fiir geeignete Geometrien kénnen die
Randbedingungen durch eine geeignete funktionale Basis erfiillt werden. Lésungen
sind dann Uberlagerungen dieser Basis.

— Separation der Variablen: Aus der Problemgeometrie abgeleiteter Ansatz fiir die
Loésung, der in geeigneten Fallen zu einer direkt berechenbaren Losung fiihrt.
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Idee der Spiegelungsmethode

Die formale Losung des Randwertproblems Poisson-Gleichung mit Randbedingungen
Dirichlet und/oder Neumann im Endlichen mittels Greenscher Funktionen hat folgendes
aufgezeigt:

Das Superpositionsprinzip ist fundamental: Aus einer Lésung (Greensche Funktion)
der Poisson-Gleichung fiir eine Punktladung (d-Inhomogenitét) folgt formal sofort
die Ldsung fiir beliebige Inhomogenitit pv (i'): ¢(F) = [ G(T,')pv (i')d3r’
Dieser Teil der Losung ist vollstéandig durch die Ladungen im Losungsvolumen
bestimmt

Damit die Gesamtlésung die vorgegeben Randbedingungen erfiillt, muss die

Greensche Funktion des Freiraums G(%,%') = ﬁﬁ verandert werden.

Der zusatzliche Summand ist Lésung der zugehérigen Laplace Gleichung
(homogen, keine Ladungen in V)

Idee: Konstruiere fiir jede Punktladung im Lésungsvolumen Ladungen auBerhalb
des Losungsvolumens so, dass in der Uberlagerung die Randbedingungen erfiillt
sind.

Die Ladungen auBerhalb haben nur mittelbaren Einfluss auf die Gesamtldsung,
indem sie den Einfluss der influenzieren Oberflachenladungen nachbilden.



Punktladung vor leitender Ebene - Anordnung

pr(x,y) = pr(p)

@4 ®
14 T = pé, +zé,
¥ = aé, = —ail

R [R| =\/p2 + (z-a)2

Gl

Dj - DY = pr
t t
Bl - E! =0

i



Punktladung vor leitender Ebene - Anordnung

Zusatzvolumen Lésungsvolumen

P
.
.
.
.
.
.
P N
. N
.
. N
. N
. .

. L. N .
B’ e N B

N . .

\~ ” ~ v

~ . >
~ . ~ y
< a =¥
> N
RN ~7 /S
- ~ N

” ~~ e ~

- S
. .
N .
N .
. .
N .
N
N .
. .
.
N
.
.
N
N
B

resultierendes elektrisches Feld



Punktladung vor leitender Ebene - Anordnung
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Berechnung Potential, Feld

— Randbedingungen: E'(z=0) =0 bzw. ¢(z=0) =0.
— Superposition der skalaren Potentiale

S(F) = d1+ 2 = ! [\/ Q + —Q ]

dmeg 0%+ (z—a)? P2+ (z +a)?

— Da keine Abhangigkeit von ¢ vorliegt, ergibt sich fiir das elektrische Feld

N p 3 p =
E(r) = 4rten [((P2 +(Z—a)2)3/2 (P2 +(z+a)2)3/2) €p

+( Z—a B zZ+a )é:l
(2 +(@-a))" (2 (@ra))”?)

— Fiir die Ebene z = 0 gilt demnach

B(z=0)= 2 .[o.ép—z amé]

dmeo (p? +a?)

Q a R

— &
2m g (p2 + a2)3/2 z

=E,-8,=-E"-&,, > Nur eine Normalkomponente



Berechnung Ladung

— Stetigkeitsbedingung: —¢oE" = eoE, = pp —

(») Qo
pr(p) =————7>
27 (p2 +a2)™/?
— Gesamtladung der Flache:
27T oo
QgesAFléche = / [ PF (p')p' dp’ dap’ =-Q
¢’=0p'=0

— Gesamtladung der Anordnung = 0 — Kein Monopolterm in Multipolentwicklung
(reiner Dipol!)

— Zu beachten ist, dass die Gleichungen nur fiir das Lésungsgebiet giiltig sind!



Greensche Funktion des Halbraums

z>0

Fiir die beschriebene Geometrie haben wir das Skalarpotential fiir eine
Punktladung gefunden

1 Q . -Q
ireo |V r@-a? P+ (ara)?

Die Punktladung entspricht der §-Inhomogenitat

O(F) = p1 + g2 =

Daher kennen wir nun auch die Greensche-Funktion des Halbraums

1 1 1
G(,t) = . - , T =pé,+1z8, > T =pé, —z&
) = e h—m H—WJ pep pep =

Damit kénnen auch andere Randwertprobleme gleicher Geometrie gelést werden:

-

96 AG(E,¥
(i) = /VPv(f')G(f,f' d®r' + e %(V) [G(?,f’)aj), 78(;’,r )]er’

G (1,1') 1 Fo1 P4 ] L
on’ N 47‘[60

= +
FEERFETE



Nachrechnen fiir ¢(z =0) = ¢y

— Wir gegen wieder in die explizite Form in Zylinderkoordinaten

G i) = —— ! + =
T 4neg \/p2+(zfa)2 \/p2+(z+a)2

— Allgemein:

-

’ oo ’ oo 2] oG ﬁvﬁ, ’
(%) = /\‘/pv(f YG(F,F)d%r + g 9§O(V) [G(r,r )8;?/ %]d%

— Fir die Normalenableitung am Ort der Oberflache:

aG| oG
— =gradG-1 =- —
on locvy ~ ® o =~ 2 |0
1 1 . 1 ;
- [—7(;}2 +(2=a)2)"2 (22— 2a) + = (p? + (2 +2)%) ¥/ (22 + 2a)]
TTED 2 2 7=

B 1 a N a B 1 a
T odmeg | (p2+a2)¥2 (p2+a2)¥2 | 2meq (p2 +a2)¥?



Nachrechnen fiir ¢(z = 0) = ¢, (fortgesetzt)
— Fir Dirichlet Randbedingungen ¢(z = 0) = ¢¢:

) U 0G5, i) .
() = dv + do(v) = /V pv (F)G(E,7)d* —eo 56(-)@,) %dzr'

— Einsetzen der Normalenableitung und des Potentials auf der Oberflache:

-1 a
do(v) = —€0do _[O(V) oo (2 +a2)72

o ap 2, .2
= —————dp, (=p*+a% d(=2pd
%1;(ﬁ+¥w2p (=p"+a ¢=2pdp

¢°a[ 43/2 ¢0 [\/QZ]OZ ) %%a[_(“ z]

=¢0*=¢0
a

— Wie erwartet gilt also | ¢(F) = ¢v + ¢o

pdpde



Spiegelung an der Kugel

— Potential
P . 1 Q aQ
#(r) = < 2 A a7
dmeg | [rér —s18L|  |rér —s2€l]
Ra
R1 . N N
R — Einsetzen von ¢(f = R&;) = 0:

M -aQ Q 1 _ o

[R&; —s18l| |R&; —s28.]
= — Die Bedingung wird erfiillt mit
e
= ’ B LR

S1 S1




Greensfunktion der Kugel

— Mit den gefundenen Bedingungen ergibt sich das Potential ¢ bzw. die Greensche
Funktion der Kugel G(%,7') = ¢/Q zu:

G = — [ﬁ - r,wa]

dmeg | ¥ -7 |ﬁr_ Ry

9,2 ~1/2
rlr
|:(r2 s/ 2rr'e, -ég)fl/z - (Ri +R? - 2118, - ér') ]

47 €0 2

— Symmetrisch, Randbedingung des Potentials erfiillt, Poissongleichung im
Lésungsvolumen erfiillt, Eindeutigkeit der Lésung — fertig!

— Wieder kann hiermit eine ganze Klasse von Problem gel6st werden:

o(F) = f pv (F)G(F, 1 a1’ + g 55 [ (7, ")8(25/ ¢%]d2r'

1 1 r? - R?
4mep R (12 + R2 - 2rR&, - 6,/)%/2

9G(¥,1") )
on’

BG(r )
or’

r'=R

o(v)




Mehrere Spiegelebenen

— Der Fall mehrerer (ideal leitender) Rander fiithrt zu einer Reihe von Spiegelungen.
— Hierbei miissen auch die Spiegelungen der Spiegelung beriicksichtigt werden.

— Nur bei giinstigen Geometrien konvergiert die Reihe.

Al <
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Motivation

— Analytische Lésungen von Poisson- und Laplace-Gleichung kénnen in der Regel nur
fur spezielle Geometrien angegeben werden.

— Aufgrund der besonderen Bedeutung von analytischen Ldsungen versucht man
viele verschiedene Ansatze, um diese zu finden.

— Immer wieder stellt man dabei fest, dass eine Reihenentwicklung nach
problemangepassten Basisfunktionen/Eigenfunktionen sehr hilfreich ist.

— Beispiele fiir solche Reihenentwicklungen sind die Fourier-Reihe oder die
Entwicklung in Kugelflachenfunktionen

— Dieses Kapitel dient der Auffrischung der mathematischen Definitionen und gibt
Beispiele

— Die Aussagen werden auch auBerhalb der Elektrostatik weiter verwendet!



Quadratintegrable Funktion

Fiir ein Gebiet D c R™ bezeichnet L?(D) (LP: Lebesgue-Raum der p-fach integrierbaren
Funktionen) den Raum der Funktionen U: D — C mit

( xzdx_—fU*xl x)dx < oo
und der durch das Skalarprodukt
U,V) = U™ (x)V(x)d
(U, V) f (x)V(x)dx

induzierte Norm || - |:

06l = VT 0T =/ [ U uax =/ [ 1P ax

Mit dem oben definiertem Skalarprodukt ist der Raum der quadratintegrablen
Funktionen ein Hilbertraum.



Orthogonalitat

Seien fiir n € N U, Funktionen aus L2(D). Die Funktionen Uy, sind zueinander
orthogonal, wenn gilt

(Un, Unn) = [ U300 Um ()dx = {0 firn #m

cnm #0 firn=m

Orthonormalitat

Seien fiir n € N U, Funktionen aus L2(D). Die Funktionen Uy, sind zueinander
orthonormal, wenn gilt

0 flirn+m

(Un, Un) = fD (U b e = {

1 fliirn=m



Vollstandigkeit

— Es sei f(x) eine quadratintegrable Funktion und U, (x) seien quadratintegrable,
zueinander orthonormale Funktionen auf D c R™.

— Weiter sei
N
fn(x) = Z cnUn(x)
n=1

eine lineare Uberlagerung der ersten N Funktionen Uy, (x) mit Koeffizienten cy.

— Eine solche Uberlagerung heiBt auch Entwicklung nach U,,. Die cy, sind die
Entwicklungskoeffizienten.

— Gesucht sind nun Koeffizienten ¢y, so dass fy die Funktion f(x) moglichst gut
approximiert in Sinne, dass

1£(x) - fx (%)% = (£(x) - fx (%), £(x) — e (x))2 = fD If(x) - £y (x)[2dx = minimal

— Wir formen zunichst den Integranden um und fassen das Integral als Funktion von
cn (bzw. c}) auf:

N N N
fA:f |f(x)—fN(x)|2dX:ff*fdx—zc,*,f U;fdx—zc,,f Unf*dx+ S chen
D D n=1 b n=1 D n=1



Da das Integral

N N N
fA=[ |f(x)—fN(x)|2dx=ff*fdx—Z c;/ Ufdx—3 cnfUnf*dx+Zc;cn
D D n=1 D n=1 D n=1

minimiert werden soll, bildet man die Ableitungen.
Fiir die Ableitungen gilt

N :7f Unf*dx +ci 20
dcn D
Ofa

* =
ocy,

f Ulfdx +cn =0
D

Offenbar ergibt sich hieraus die beste Wahl der Koeffizienten zu

Cn = fD Ul fdx

Man spricht von Konvergenz im quadratischen Mittel falls mit der obigen Wahl
von ¢y, gilt

. _ 2 _
Jim [ GO - () Pdx =0



Vollstandige Funktionensysteme
Ein orthonormales Funktionensystem Uy (x) auf D, n=1,2,3,..., heiBt vollstandig, falls

fiir jede quadratintegrable Funktion f(x) auf D die Reihe

(%) =1§1( fD U;(x’)f(x’)dx')Un(x)

Cn

im Mittel gegen f(x) konvergiert.
Es gilt dann
(9= 3 ([ UneOt)ax ) Ua e,
n=1

Cn

woraus die Vollstandigkeitsrelation

iUg(x')Un(x) =6(x-x') folgt.



Fourier-Reihe

— Fir D =[-a,a] ist

1
Vo= s
1
Uzn-1() = = in(%x) firn=1,2,3,...
1
Uon (x) = ﬁcos(n:wx) firn=1,2,3,...

ein vollstandiges Funktionensystem.
— Die Entwicklung

3

f(x) =ag + Z [an sin (%X) + by cos (%x)]

heiBt Fourier-Reihe von f(x).
— Hierbei ist

_ 1 a 1 a
ap = V2af(x); an = — / sin(gx) f(x)dx; by = — f cos(ﬂx) f(x)dx
a a a J-a a



Auch wenn jede Funktion als Fourier-Reihe entwickelt werden kann, heiBt das noch nicht,
dass die Fourier Entwicklung in jedem Fall besonders geeignet ist!
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Kugelflachenfunktionen (spherical harmonics)

Wir betrachten die Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten (r,, ¢)

0 1
27 —
' 8r)+r2 (

1
Ap=0mit A= ——

0
r2 Or

| —

(

1 0 . 0 1 0?
— sind— + —
sind 99 99 sin? 9 02

A,: Radialanteil

Ayt Winkelanteil

Ansatz zur Lsung (siehe spater auch Separation der Variablen)

o(r,9, ) =Ri(r) - Yim (¥, ¢), Produktansatz

Einsetzen in Laplace-Gleichung:

1 R !
A=A R Yim) = (A + = A9p ) (RiY1m) =| YimArRi + —2 Ay, Yig = 0
12 r2

Umgeformt:

ARy

_ A'ﬁalem

Ry

Ylm

=const. =1(1+ 1)




Zwei neue Differentialgleichungen

— Die gefundene Identitat

2

AR Ay, Y

Do Do llm st =1(1+1)
Ri Yim

liefert zwei neue Differentialgleichungen (eine gDGL und eine pDGL):

AR = Ry (Radialgleichung) - | Ry(r) = Ar' + By~ (D

1(1+1)
2

Ay Yim = -1(1+1) Yy (Winkelgleichung)

— Die Winkelgleichung ist eine Eigenwertgleichung: Die Funktionen Yy, sind
Eigenfunktionen zu den Eigenwerten —1(1+ 1).

— Der doppelte Index ,lm" deutet schon an, dass es zu jedem Eigenwert —1(1+ 1)
mehrere Eigenfunktionen geben kann — Entartung

— Loésungen der Winkelgleichungen existieren fiir 1 e Ng und m=-1,-1+1,...,1-1,1.
Diese Lésungen Y, heiBen Kugelflachenfunktionen.

— Die Kugelflachenfunktionen Y7, bilden ein vollstandiges Funktionensystem auf der
Einheitskugel.



Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen

— Die Kugelflachenfunktionen Y7, stehen in Zusammenhang mit den zugeordneten
Legendrepolynomen Py, (2z):

1 [2+10-m)
Nz 2 (I+m)!

[ —
Nim

Ylm : [Ozﬂ'] x [0»271—] - (C7 (19790) -

Pim (cos9)el™?

— Anschauliche Erklérung und Visualisierung (Physikdidaktik WWU Miinster):
https://youtu.be/FqAzWkwiEs8 bzw. https://www.quantumvisions.net

Yim 1=0 =1 1=2
m=-2 3125;_ sin? Yei2¢
m=-1 % sin e i® \/gsmﬂcos Ve ¥
m=0 ﬁ \/gcosﬁ \/wT_n(fScos 9-1)
m=+1 7\/gsin19ej"° - é—ssinﬁcosﬁew
m=+2 312—577 sin? ¥el2®



Eigenschaften der Kugelflachenfunktionen (...)

Orthonormalitat: fo27r f_ll Y} (9,0)Yim (9, ¢)d(cos 9)dep = Oy Oy
Vollstandigkeitsrelation: » 2, ! et Y1 (97,0 ) Y1im (9, ) = 6(0 — " )o (0 - 9")
— Entwicklungssatz fiir f = f(19, ¢) quadratintegrable Funktion auf der Einheitskugel:

oo

1
f(ﬁv QO) = Z Z CleIm(ﬁv QO) mit
1=0 m=-1

= [T [ N, @) (cos )

Damit (und dem Produktansatz) auch Entwicklungssatz fiir ¢ = ¢(r, 9, ¢)
quadratintegrable Funktion auf dem R3:

1
¢(r 9 90 Z ClmRI(r) Ylm(ﬂvgo) mit

_ ———
Rim (r)=C1m (Arl+Br=(1+1))

Ry (1) = /02” [ ¥ (8,0)6(5,9, @) (cos D)o

éMS



Schlussbemerkungen

— Die beiden hier vorgestellten vollstandigen Funktionensysteme werden nicht die
einzigen bleiben.

— Bei kartesischen Symmetrien: haufig harmonische Funktionen (Fourier) eine gute
Wahl

— Bei spharischer Symmetrie: haufig spharisch harmonische Funktionen
(Kugelflachenfunktionen) eine gute Wahl

— Bei zylindrischer Symmetrie: haufig Bessel-Funktionen eine gute Wahl

— Wir werden das wieder aufgreifen, wenn entsprechende Probleme betrachtet
werden.
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Problemstellung

— Wir untersuchen weiterhin Lésungsmethoden der Poisson-Gleichung

A¢p = 7ip(f) inV

mit Dirichlet- und/oder Neumann-Randbedingungen auf der Oberflache von V:

Vi, € O(V) : o(Tp) v ? vorgegeben
o -

T=T},

— In Fallen, in denen die Problemgeometrie gut zu den Symmetrien des
Koordinatensystems passt, kann sich ein Separationsansatz bzw. Produktansatz
lohnen.

— Ziel ist es hierbei, die partielle Differentialgleichung in ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen zu tberfiihren.

— Randbedingungen werden dann durch geeignete Anpassung der Konstanten
beriicksichtigt.

— Ansatz fir Koordinaten (x1,x2,x3): | ¢(T) =f(x1) - g(x2) - h(x3)




Laplacegleichung in 2D mit Randbedingungen
— Wir betrachten folgendes 2D Problem:

— Lésungsvolumen: V = [0,x0] x [0,y0] (Rechteck in der x-y-Ebene)
— Randwerte: ¢(x,y) =0 fir x =0, x =% und y = 0 sowie ¢(x,y0) = po(x)

— keine Ladungen in V, also | A¢=0in V

— Mit dem Laplaceoperator A = x2 + 8—22 und dem Ansatz ¢(x,y) = f(x)g(y) folgt

2 2
Ap(x,y) = Alf(x)e(v)] = g(Y)d ( L (X)ddgy(z}/) =0
1 d2f(x) 1 de(y) _, (fiir 6 % 0)

) dx?g(y) dy?

— Offensichtlich missen die beiden Summanden sich gegenseitig aufheben:

L) 1 ds(y)

= R
THx) dx? a(y) dyz |°

2
— Ein positiver Wert (oder Null) fiir ﬁddig)

Randbedingungen zu keiner Lésung.

fihrt auf den gegebenen



— Allgemeine Losung:
' (x) = -k2f(x) f(x) = asin(kx) + S cos(kx)
g"(v) =k’g(y) g(v) = vsinh(ky) + d cosh(ky)

— Randbedingungen ,links" (x =0), ,unten” (y = 0) und ,rechts" (x = xp):

$(x=0,y) =0
é(x,y=0) =0
nm

d(x=x0,y) =0 asin(kxg) =0 = k=kn=—|neN

X0

— Die vollstandige Loésung - die aber noch nicht die Randbedingung , oben" erfiillt,

ist daher:
(x,y) = Z Cn sin (Ex) sinh (Z—ﬂ-y)
0

neN X0



— Die vollstandige Lésung und Randbedingung ,oben*:

d(x,y) = Z Cn sin (70)() sinh (—y)

neN

95,y =¥0) = 60(x) = 3 ensin () sinh (o

neN

— Auflésen nach ¢, — Summe auf einen Term reduzieren
— Dazu Orthogonalitdt und Vollstandigkeitsrelation nutzen — Multiplikation mit

sm(')'(‘SX) und Integration tber [0,x0]:

$o(x)sin ( . ) 2 Cn sin (n—x) sin (H—x) sinh ( n*}’O)
X0 X0 X0 X0

neN
] qﬁo(x)sm(—x) X = Z Cn [XO sm( x) sin(ﬂx)dxsinh(n—ﬂ—yo)
0 neN 0 X0 X0

x
= mn

2 x
7/ Ogbo(x)sin(ﬂx)dx
nm 0) 0 X0

X0




Poissongleichung mit Randbedingungen —
Symmetrie, formale Lésung (Green) und Separation

— Lésungsvolumen: V = [—oco, 00] x [0,d] x [—0c0, 0]
— Randwerte: ¢(x,y =0,2) = ¢(x,y =d,z) =0
— Quelle: konstante Ladungsdichte entlang z:
pv () = pLd(x ~%0)d(y —y0); X0 beliebig; yo € (0,d)
— Symmetrie: Translationsinvarianz in z-Richtung: Lésung unabhangig von z — 2D

¢(X,y,Z) = ¢(X7y)§ V-A= [_OO’ oo] X [OrdL vV — pF(X7y) = qé(X_XO)‘S(y_YO)

— Mdglichkeit: Formale Lésung — Greensche-Funktion z.B: durch (unendliche)
Spiegelung — fertig.

— Alternative: Aufteilen des Losungsgebietes in den Bereich A_ , links" von x = xg
und den Bereich A ,rechts” von x = xq:

A_={fT=(xy)|x<x0An0<y<d}
Ay, ={fT=(xy)|x>x0A0<y<d}



Durch die Aufteilung in A_ und A, muss dort ,nur" noch die Laplace-Gleichung
gelost werden

Agb*(xvy) =0 fiir (ny) EA*; A¢+(X7y) =0 fir (Xzy) €A+

mit den Randbedingungen

- ¢1(x,y =0) = ¢+ (x,y = d) = 0 (Dirichlet)

- —£o (% - %)szo =qd(y —yo) =o(y) (Neumann)

- ¢-(x > -0) =0=¢4(x— +o0) (RB im Unendlichen)
Produktansatz in der x-y-Ebene: ¢.(x,y) =f(x)-g(y)

120 g2 -1 d’s(y)

Umformen der Laplace-Gleichung: o0 dx2 o) 4l

Lésungen:

f(x) = ae* + peTkx

g(y) =vsin(ky) + dcos(ky); k>0 o.B.d.A.

$u(x,y=0)=0=[5=0] ¢u(x,y=d)=0=|k=kn = |firneN




Lésung soweit: ¢ (x,y) =Yoo, CE [ae d +Be_% ]’ysm( q y)
Mit den Randbedingungen ¢_(x — —oc0,y) =0 = ¢4 (x = +00,y):

s nmx . (DT
et = § 036 (1)
n=1
Die Lésung muss bei x = x( stetig sein:

> Cle @0 gin (%y) =y Cre* %0 sin (%y)

n=1 n=1

Dies erfordert:

Cle ’*XO—C X“—An, VneN
Damit:
¢ (x,y) = Y Age™ d XXl sin(njy)
n=1 d
Mit —eo ( % _ %)szo =qd(y —yo) = o(y) und der
OrthonormaIltatsbeziehung:
a sm( q yo)

Ap =
eom n

q 1 . (H7T ) . (mr ) _ 0% x x|
X,y) = — —sin| — sin| —y|e d
d(x,y) p nZ::1 - FRL 77

esf}
1]

—grad ¢




10

SN =
81

61

4-

24 —~

/

0 . . T,
-1.00 -0.75 -050 =025 0.00 025 050 0.75

X

1.00



Geladene Kugelflache

— Problem: Potential einer geladene Kugelflache mit Radius R und
rotationssymmetrischer Ladungsverteilung

pv (F) = py (1, 9,9) = pr (9)3(r - R) = 0(8)3(x - R)

— ldee: Unterteilung in ,innen* und ,auBen”; o — Neumann Randbedingung bei R.

— Potential (— Elektrostatik-VI: Orthogonale Funktionensysteme):

1

(15(1‘ 9 90) Z 2 Clle(r) Ylm('&:@)

1=0 m=— N———
Rim (r)=Cim (Arl+Br=(1+1))

8

oo 1
Z Z (lqlmr1 + Blmr7(1+1))Ylm(197 QO) mit
1=0 m=

21+1 (1-m)! ;
El N 2;' P (cos9)e!™?

Ylm(’lgv <P) =



— Problem ist rotationssymmetrisch bezliglich ¢ — Lésung kann nicht von ¢

abhingen - m =0:

B(r,9,0) = ¢(1,9) = Y (A + Bir= D)y (9, )

21+ 1

= Z(Alrl + B M) [ 22 pi(cos )
1=0 —_—
P (cos )
= Z(Alr + By (P22 A+l Pi(cos®)

I
o

— Dabei sind Pjg(x) = Pi(x) die Legendre-Polynome:

dl

2 1
ot & —-1)" voll. System auf [-1,1]

Pro(x) = Pi(x) =

— Orthogonalitatsrelation der Legendre Polynome:

1 2
P1(x)Pm(x)dx = Sim
[ Pi0Pm(odx = ==&



Da die Legendre-Polynome ein vollstandiges System auf [-1, 1] (beziiglich cos 9
also [0,7]) sind, kann auch die Oberflachenladungsdichte nach diesen entwickelt

werden:
2 2l+1
o) =3 ; 1Py (cos9)
1=0

Multiplikation mit P, Integration und Nutzung der Orthogonalitétsrelation liefert:
1
o) = fl o (9)P1(cos)d cos
Offensichtlich sollte das Potential aufgeteilt werden in

¢-(r,9) = % (Arr' + Brr (") 201y (cosd)  firr<R

et {m(r,ﬂ) = Zio(AfT + BT () 2Py (cos ) firr> R

Keine Ladung im Ursprung — keine Singularitit von ¢_(r - 0) = m

Potential verschwindet im Unendlichen ¢4 (r - o0) =0 =

Stetigkeit bei r = R: Al_rl‘r:R = Bf'r‘(l”l)h:R = m



— Nutzung der Neumann Randbedingung:

o (9) = —eo (agf

= —&o i (—(1+ DATRHH (2 a7y 1)

(21+1

Z

— Andererseits gilt die Entwicklung: () = ¥1°
e0(2l+ DATR =0y = | AT =

— Damit ist die Gesamtlésung gefunden:

o(F) = ¢(r,9) = {

9¢

o)

r=R

)’ A ATRIIP(cos )

¢-(r,7)
¢+(r7 19)

21+1
;Pl(cosﬂ)

r=R

>~ 21+101P1(cos§) also:

_ o R-(07D
(21+ 1)eg

= EZEX’O 3 (%) Pl(cosﬂ) firr<R
= R Z°° R

a (r) Pl(cosﬂ) firr>R



Einfachster Fall: homogen geladene Kugel

— homogene Kugel: o(9) =0 = %
— Entwicklung von o (9): o(9) = X2, L;rlmpl(cos(ﬁ)):

Q > 21+1 1=0 00
= P 9)) =20 8
I LGOI
2Q
707 4nR?
— Damit Potentiale und Felder:
Q _
¢-(r) = 4megR $+(r) = Amegr
Q T
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mikroskopische vs makroskopische Betrachtung

— Die Maxwellgleichungen fiir das Vakuum gelten zunéchst auch unverandert in
Materie

— Denn: Materie ist auch nur ,Nichts" plus ,,Elementarteilchen (Protonen,
Neutronen, Elektronen).
— Beispiel
— Das dichteste Element ist Osmium (Os): OZ: 76, Dichte: 22.6 %,
Atommasse: 190.23 u
— 8.4 cm? entspricht 1 Mol Osmium
— Mit den Radien von Elektron (~ 10719 m), Proton und Neutron (jeweils
~ 10715 m) rechnet man aus, dass 1 Mol Osmium etwa 0.5 - 10712 em3
Materie enthélt.
— Oder anders ausgedriickt: In 16.8 (hm)? ist 1 cm? Materie

— Man kénnte mit den Maxwell-Gleichungen des Vakuums rechnen, miisste dann
aber Uber alle Ladungen superponieren und dabei die Orte und Ortsveranderung
aller Ladungen immer beriicksichtigen.

— Die Informationen hierzu sind erstens gar nicht einfach verfiigbar und zweitens sind
die dann berechenbaren Details gar nicht beobachtbar

— Deshalb: Ubergang zu makroskopischen Betrachtungen



Ladungsdichte und Polarisation von ,, Teilchen”

— GroBere Ladungsansammlungen (Atome, lonen, Molekiile, ...) kénnen als

Ladungsanhaufungen (, Teilchen") betrachtet werden, zwischen denen fast nichts
ist.

— Befinden sich im k-ten ,Teilchen* die Ladungen q%‘ (gebunden oder frei) an den
Orten r; = r;(t), so ist die Ladungsdichte im Bereich des k-ten Teilchens in guter
Naherung

Mittelung
—

PE(E L) = 2 aid® (F -1 (1)) PE(E) = 2 ar'6® (F - 1)

- Ist Rk = Rk(t) der Ladungsschwerpunkt des k-ten Teilchens, so ergibt sich das
Dipolmoment zu:

Mittelung
—

B0 = [, PE O E-RE ) = [ O - R




Effektive Ladungsdichte, Dipolmoment und Potential

— Abstédnde innerhalb der , Teilchen" sind in aller Regel sehr klein im Vergleich zum
Abstand zwischen Ladungsschwerpunkt und Beobachtungspunkt:
[tk — R¥| « |¢ - R¥| fiir ¢ € V&

— Skalarpotential des k-ten Teilchens: Multipolentwicklung nach Dipolterm
abbrechen: =
1 [ a* +f>k~(f—Rk)]
[F- Rk |f-RK3

P (F) ~

Ameg

— Fir N |, Teilchen" ergeben sich dann effektive Ladungsdichte, Dipoldichte und
Potential in der Form

N
per(E) = > q®3(¢ - R¥) mit Gesamtladung ¢~
-1

ZW‘

Besr(®) = 3 pX6(f - R¥)  mit Gesamtdipolmoment p*
k=1

¢eff(f) _ L j\; I:peff(f,) + ﬁeff(il) ) (f_f’):IdSr/

4dmeg [F-v F-3




Makroskopische Ladungsdichte, Polarisation und
Potential

— Aus den effektiven GréBen ergeben sich die makroskopischen GréBen durch
Mittelung.

— Makroskopische Ladungsdichte py (T) = pefr(f) — alle Ladungen beriicksichtigt,
aber die meisten kompensieren sich in ihrer Wirkung

— Makroskopische Polarisation P(¥) = Peg(¥) — Modelle werden bendtigt, um die
makroskopische Polarisation als Antwort auf interne und externe Felder
vorherzusagen

— Das makroskopische Skalarpotential ist dann

$(5) = barr(®) = — fv[pV(f')+P("')‘(f‘f')]d3r'

dreo -7 e

1 ‘[\/[Pv(f/) +15(17/).v/ 1 ]dBr’

" 4meo [f— | -1




Dielektrische Verschiebung

— Makroskopische Skalarpotential:

o(F) = [V[”V(f'hfv(f')-v' 1 ]d3r’

4meg [F -+ [F -+

— Wir berechnen div E(F) = div (—grad ¢(%)) = —A;¢(%):

s . 1 o 1
divE(T) :—471_60 /V[pv(r') Arm +P(F) -V’ Arﬁ a3y
N N
—4783 (F-1) —4783 (¥-1)
1 L 1 N
= @)+ [ BE) V8- a%] = ~[ov(H) - V-P()]
€0 \ —_— €0 ———
-V83(¥-1/) div P(¥)

— Hieraus folgt das makroskopische Aquivalent des Colomb-Gauss-Gesetzes in
Materie mit der Dielektrischen Verschiebung D(F):

div (egE(¥) + P(¥)) =| divD(¥) = pv (¥)

mit | D(F) = cR(F) + P(7)




Maxwell Gleichungen und Stetigkeitsbedingungen

— Grundgleichungen der Elektrostatik

E.-ds=0

”~dA:f\ﬂpvdv

— Stetigkeitsbedingungen (ii Normalenvektor von Volumen 1 — zeigt von 1 nach 2)

CA)

e_.
<
(o]}
I
hS)
<
)

O(V)

Dl) Dn _Dn

E -Ey) = Et—Et_o vE mit t LA



Typen von Dielektrika

— gewdhnliche Dielektrika:

— Keine internen Dipolmomente ohne duBeres Feld

— AuBeres Feld verschiebt Ladungen in den , Teilchen" und erzeugt damit eine
Polarisation

— — Deformationspolarisation

— Paraelektrika:

— Es gibt permanente interne Dipole (z.B. Wasser) auch ohne duBeres Feld

— Durch die thermische Unordnung ergibt sich keine makroskopische
Polarisation

— Ein &uBeres Feld fithrt zu einer (temperaturabhingigen) makroskopischen
Polarisation

— — Orientierungspolarisation

— Ferroelktrika:

— Es gibt permanente interne Dipole auch ohne duBeres Feld

— Unterhalb einer kritischen Temperatur (Curie-Temperatur) richten sich die
internen Dipole spontan zueinander aus (z.B. Bariumtitanat)

— Oberhalb der kritischen Temperatur erscheinen sie paraelektrisch

— Im ferroelektrischen Bereich kann die Richtung der spontanen Polarisation
durch ein duBeres Feld umgekehrt werden — Hysterese von P vs E

— Ferroelektrische Stoffe zeigen pyroelektrische und piezoelektrische Effekte



Gewohnliche Dielektrika und Paraelektrika

— Die Polarisation hingt von E-Feld ab: P = P(E) mit P(E=0)=0

Entwicklung nach Potenzen von E (P;: i-te Komponente; Summenkonvention):

Pi = ’yijEj + BijkEjEk + ...

— Die Tensoren 7ij, Bijk, ... sind Materialkonstanten

— lineares Dielektrikum: Pj = v;;E; ist ausreichend gute Niherung

— isotropes Dielektrikum: Pj = vyE;j + Bk EjEx + ... = vE; + BEIQ +...
richtungsunabhéngig

— Fdr lineare und isotrope Dielektrika definiert man die elektrische Suszeptibilitat ye:

P = xecoE

— Somit folgt dann fiir die Dielektrische Verschiebung:

D= (1+xe)eoE = ere0F = B

— Die GréBe ey = (1 + xe) ist die relative Dielekrizitatskonstante.



Atomare Polarisierbarkeit -
Clausius-Mosotti-Gleichung

— Die lokale Antwort der Materie auf das tatsachliche lokale elektrische Feld kann
nur sehr aufwendig ermittelt werden
— Festkorperphysikalische Modelle
— Quantenmechanische Rechnungen
— Numerische Berechnung (prinzipiell)
— Modelle liefern dann die atomare/molekulare Polarisierbarkeit a.
— Verkniipfung zwischen atomaren und makroskopischen GroBen liefert die
Clausius-Mosotti-Gleichung (ohne Herleitung):

Beger—1| . Nap
a=————|mtn=——
n e +2 Mm

wobei N die Avogadrokonstante, p die Dichte und My, die molare Masse ist.



Elektrostatische Energie und Energiedichte

— Wir hatten die elektrostatische Energie bereits fiir das \Vakuum berechnet:

We == 2 [ div(sgrad9)a’s - [ (grado)?a’r) = 2 [ (gradg)*a’s

&l ES €0 =
:§[|E|2d3r Energiedichte : we:?0|E|2

— Eine ganz analoge Herleitung ergibt das verallgemeinerte Resultat:

E-D

1 o o
We = 3 f E-Dd%r Energiedichte : | we =

N | =
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Ausgangspunkt Elektrostatik

Maxwell-Gleichungen:

. 0B .
rotE=-—=0
ot
——
=0
divD = py

Elektrostatik — ruhenden Ladungen — elektrostatisches Feld

— Jetzt: Bewegung von Ladungen zugelassen

Allerdings Beschrankung auf stationare Bewegung:

—pv =0
8tﬂv

— Es existiert somit eine Stromdichte J = 0.



Stromdichte

— Grundsatzlich sind zwei Arten der Bewegung von Ladungstrégern zu betrachten:
— Thermische Bewegung v¢p,: Trigt makroskopisch nicht zur Stromdichte J
bei, da (v¢) = 0. .
— Driftbewegung vp: Tragt zur Stromdichte J bei, da fiir den Mittelwert der
Driftgeschwindigkeit (Vp) # 0 gilt.
— Die Driftbewegung muss von einer Kraft getrieben werden.
— aus dem elektrischen Feld: Fp =q-E

— aus dem magnetischen Feld: Fy =q- (\7 X B) — in der Regel sehr klein



Strom

— Fiir einen Leiter gilt

v
/ j =pv-V,

PV mit

[pv]=Asm™2, [v]=ms !, [J] =Am2

ds .
— Der Gesamtstrom durch die Fliche F berechnet sich
nach
1= [[3-af = [[J-aar= [ aF
F F F

mit




Ladungserhaltung - Kontinuitatsgleichung

Axiomatische Grundlagen: Ladungserhaltung
— Nettostrom durch eine geschlossene Oberflache # Null - Ladungsdichte des
Volumens zeitabhangig

— Es muss gelten (wg. Ladungserhaltung)

ff 3+ af == fff G av - [[fawiav-- fff Fa

o)

Das liefert die Kontinuitatsgleichung

div J——api
ot




Kontinuitatsgleichung

— Alternative Herleitung tiber die Maxwell-Gleichungen — Axiomatische Grundlagen

oD oD
rotH = J+ 22 =00 _ iy I+ div =
% Bt
- Mit divD =py:
dpv
0=div]+—>~
RS

— In einem stationdren Stromungsfeld gilt definitionsgemaB

— Die integrale Form entspricht dem Kirchhoffschen Knotensatz:

J.-dF =0
o(V)



Ohmsches Gesetz

Lorentzkraft: F = q- (E +£V>(f§)
Aus der Bewegungsgleichung

o - .
m- 8—:—qE—>v(t)—vo+g-E4t

g

Fiir B = const. folgt v ~t und J ~t

Der experimentelle Befund ist

U=R-ImitU~EundI~J

Das ergibt — Leitfahigkeit k mit [k] = m/(Qm?) = Smm™2

1. Frage: Warum ist das elektrische Feld im Leiter nicht Null?

Fiir stationire Ladungen, J =0, gilt tatsachlich E=0

Fiir perfekte Leiter (k — oo) gilt E = 0 auch fir J 0

Fiir einen guten Leiter (k < o0) ist ein kIemes elektrisches Feld notwendig um
J = const. zu halten. (I=1A; A=1mm?; x=60-10% A/(Vm) -
E=1.7-10"1 V/m)



Modell der Leitfahigkeit

— 2. Frage: Warum ist bei E = const. auch J = const., d.h. v = const.?

— Etwas hemmt die Bewegung
— ineleastische St6Be mit den Atomrimpfen

1
— Gitterkonstante Iy » 1 nm — StoBzeit 7 = (—F)
v
v
.5,
m

— Mittelwert der Geschwindigkeit: (v) =

- zu (v) ~E -



Drude Modell

— Tatséachlich: Nicht freie Weglange ist maBgeblich sondern die thermische
1
Bewegung: [V¢n| > |Vp| = 7 = i
Vth
- R 1 q Ig
¥pl={(¥pl)==-—-E- —
2 m [Venl

— Damit und mit der Anzahldichte der Ladungen n:

1 n-g®lp - - 1 n-g®lp
- =K- R=Z" -
2 m- [V 2 m- [V
— kinetische Energie/thermische Energie: % vm-vgh = % kg - T

— Elektronen bei Raumtemperatur: vy, = 1 x 10°ms™! = 100kms™!

— mit Gitterkonstante lp = 1nm — StoBzeit: 7=1x 107145



Widerstand und Leistung

— Annahme: Stromdichte konstant liber den Leiterquerschnitt (diinne Leiter)
— Leiterquerschnittsflache F, Leiterlange 1:
kF kF

I:J~F:HEF:TE1:TU

11

1
I==U- R=- ohmscher Widerstand
R k F

Leistung: Verschiebung eines Quaders, Ladung AQ, Querschnitt AF, Lange und
Versatz AS:
A AQE - A3 . - 1.
po AW _AQE-AS _ \FASE-vp = J.BAFAs = L[I2AFAs
At At K

— Verlustleistungsdichte:

1 - oo
= lim —=-.J2=8.J
Pv A\I/IEOAV K

— Joulesches Gesetz fiir diinne Leiter:

P=R-12=U-1



Elektromotorische Kraft (EMK) - Urspannung

Im stationiren Fall hat das Induktionsgesetz die einfache Form rotE = 0
— Mit E = k71 - J folgt fiir jeden beliebigen geschlossenen Weg

rot (l~j):6—>‘¢lj-d§:0—>3:()??
K K

Eine stationire Stromdichte J # 0 erfordert eine (nichtelektrische) Energicquelle.

— 2 Krafte

1. Die elektrostatische Kraft q sorgt fiir J = const. in sehr kurzer Zeit.

2. Krafte von Quellen (z.B. Batterie, Photozelle, Piezozelle, Piezokristall,
Induktion, duBeres Feld, usw.), welche sowohl verteilt, als auch konzentriert
sein kénnen. — eingepragten elektrische Feldstarke Eg

%EE ds =U # 0 EMK, Urspannung
C

— Fir die Stromdichte folgt

J-r(B+Bg)=  mB > fidi-n B odsen f Bpds=nU+0
C C C
auBerhalb der Quelle
=0



Relaxationszeit

~ Einerseits Maxwell: divE =2V & divi= "2V 410
€0 €0
. Co s Opy oy .
— Andererseits Stationaritat: divJ = 5 - 0 (Widerspruch?)

— Differentialgleichung fiir die Volumenladungsdichte py,
. K
pv+—-pv=0
€0

- Lésung: py(t) = pyo-e /=0t
— Fiir Kupfer: g9 =8.85x 10712 As/(Vm) und kcy = 58 x 106Sm™! —
Zeitkonstante zur Erreichung des Gleichgewichtes:

€0

TCu = ~1.5x1071%s

KCu



Vergleich mit Elektrostatik

Elektrostatik stat. el. Stromungsfeld
D=¢-E J=k-E
D=-c-grad¢ J=-k-grad¢
im Ladungsfreien Raum im stationaren Fall

divD=0 divj:o(:—aﬂ)
ot

homogenen Raum
(e = const., k = const.)

Ap=0
Dg—D?=O BB -0 J;’—JI{:O
Dt Dt 2 L Jt gt
—2 _ "1 Y2 _ 71
€9 - €1 K2 N K1
tan o €1 tan o K1
tan as B £2 tan oo B K2

— Lésungsmethoden kdénnen iibernommen werden!
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Ausgangspunkt Magnetostatik

— Die Magnetostatik betrachtet zeitunabhangige magnetische Felder soweit diese
durch Gleichstrome verursacht werden.

— Konstante magnetische Felder durch permanentmagnetische Stoffen spielen in der
Regel keine Rolle.

— Wesentlicher Unterschied zur Elektrostatik ist, dass es keine magnetischen
Monopole gibt (jedenfalls keine, die nicht immer paarweise auftreten — Spineis);
flihrender Term ist also der Dipolterm.

— Grundgleichungen:

allgemein Elektrostatik ~ Stationdres Stromungsfeld  Magnetostatik
. - 0D L.
rotH=J+ — rotH=1J
= (roi i = J)
0B .
rotB=—-— rotE =0 rotE =0
ot
divB=0
divD = py divD = py

. 0 N
divi+ Z2Y _ ¢ divi=0
ot



Grundgleichungen der Magnetostatik

— Maxwell-Gleichungen:

differentielle Form integrale Form

rot i = J - § H-as- ff3-ai
C(A) A

divB =0 - ff B-ad-o0
O(V)

Materialgleichung

B() = poMe (5, LT, H() = | B() = posne () = uL(7)

In der Elektrostatikfolgte aus rot E = 0, dass das elektrische Feld ein
Gradientenfeld ist: E = —grad ¢

Das ist in der Magnetostatik wegen rot H = J # 0 nicht der Fall.
Aber: divB =0 — B ist quellenfrei



Das magnetische Vektorpotential

— Aus divB = 0 und divrot A = 0 folgt, dass B immer als Rotation eines
Vektorfeldes dargestellt werden kann. Siehe auch: Helmholtz-Theorem bzw.
Fundamentalsatz der Vektoranalysis

— Dieses Feld A ist das magnetische Vektorpotential:

B=rotA [A]:Vsrrfl

— Vorteil: divB =0 automatisch erfiillt

— lineares, isotropes Medium: B = p(¢)H

" 1. T\
rot H = rot (M(f) B) =|rot (M(f) rot A) = J(%)

lineares, isotropes und homogenes Medium: u(T) = p

prot H=rotB =rot rot A =

graddiv A — AA = uJ(¥)




Eichtransformation
— Wegen rot grad ¢ = 0:

B’ = rot (A+gradw) =rotA =B
[ —

A7

— Das Vektorpotential ist bestimmt nur bis auf einen Summanden grad .

— Anwendung auf rot rot A = ,uj:

rot rot A’ = rot rot A = pJ(¥)

Ubergang A’ = A + grad ¢: Eichtransformation — B’ = B ist eichinvariant
— Fir die Divergenz gilt:
divA’ = div (A + gradv) = div A + divgrad ¢

N—
#0

— In|graddivA — AA = puJ(¥) | kann div A beliebig gewahlt werden.




Coulomb-Eichung

— Fdr statische Probleme ist die Coulomb-Eichung gut geeignet:

@i — [o0]

— Achtung: Der Laplace-Operator A fiir Vektorfelder muss im allgemeinen Fall
(krummlinige Koordinaten) aus der Beziehung A- = grad div - —rot rot -
ausgerechnet werden.

— Hierbei ,vermischen" sich die Komponenten wegen der Ortsabhiangigkeit der
Einheitsvektoren.

— Nur fir kartesische Koordinaten zerfallt die vektorielle Poissongleichung ,,einfach*
in drei skalare Poissongleichungen:

AAx = —pdx

AAy = —ply

AA, = —pJ, mit

A = Axéx + Aydy + AL,

J = Jxx + Jy8y + 1,48,
2 9?2 2

—— + —— + —— (skalarer Laplace-Operator
ox2  Oy?2  0Oz2 ( P P )

>



Laplace-Operator in Zylinderkoordinaten

— Z.B. in Zylinderkoordinaten (p, ¢, z) ergibt sich

2 0A, A
anp- 220 oy,

p? O p

2 0A, A
AN+ = —2 - =2 = —uJ

p* ¢ p
AA, = —pd,

mit
1 10?2 02
= 73/)3 + 1o + —— (skalarer Laplace-Operator)
pOp Op p?Op? Oz2



Losung fiir das Vektorpotential

— Fir den Fall kartesischer Koordinaten ergeben sich drei Poisson-Gleichungen
(offensichtlich nicht fiir Zylinderkoordinaten) — Losungsmethoden anwendbar!

— Analog zum Coulomb-Integral ergibt sich

wte) = )] v
AV = - p fﬂJy(iq v’
S ET
Dt st sch wider oorncenic sehriben:
- £ I 20 av

— Fiir einen Stromfaden folgt der Spezialfall

A®®) 95 7 dg’ entlang des Stromfadens
F-T



Gesetz von Biot-Savart

. R . J(E
— Mit B=rot A und A(Y) = iﬂ]’ _( ) dV’ folgt B(F) = f‘[]:[’r tr _) av’
an ) [F -1 -7
— Man berechnet
J(®)
rotrr ﬂ| /ol;—rJ‘("'TJ(r xgradl 7
o7
. 1 . (f—f’)) B, P v
=-J({) xgrad, —— =-J x| - =J({@") x
() > =<3 < (<S5 ) -3«

— Damit folgt das das allgemeine Biot-Savart-Gesetz

() ﬂf NG 2 (flS— ') av’

— Fir Stromfaden folgt

R P ds’ R a4’
By =g (o) xds “ = und | A() = ﬂl% >
47 2 |f_f'| 47 2




Stetigkeitsbedingung an Grenzflachen

— Die Stetigkeitsbedingungen wurden im Teil ,Verhalten am Grenzflichen* bereits
allgemein hergeleitet.

— Es gilt (Normalenvektor von 1 nach 2):

By -i—-Bq-ii=0
HQ E—ﬁ1 Esz'EQ
fo=mixt

— Hiermit folgt auch das Brechungsgesetz fiir Jg =0

tan ap 1

tan ao 75




Energie im magnetostatischen Feld

— Analog zur Elektrostatik erhalt man fiir die magnetische Energiedichte

Wm =

— Fir die gesamte magnetische Energie

W:%ff H-Bav
A%

— Ausdriicken mit Hilfe der elektrischen Stromdichte J (lineare, homogene und
isotrope Medien):
1 N
W= — - |[[ BZaV
we ]

— Weiter:

div (Axé) =B-rotA-A -rotB
N~—— ——
ud

B
=B?-pA.J



Energie im magnetostatischen Feld (fortgesetzt)

— Daraus:
1rrfx s 1 PP
Wm=5fJfA-JdV+ﬂ~J"dew( xB) dV

1 - = 1 I .d 4%
:5JJIA-JdV+ZO§E)AxB~dA

— Endlich ausgedehnte Stromverteilung: Aus Biot-Savart folgt |]§| ~172 fiir r - oo.
Weiter: |A‘ ~1r7! 5> AxB~13. Das Oberflichenintegral fllt daher weg. Damit:

1 o
szi-fJfA-JdV

AL

N | =

Wm =



Induktivitat

— In Schleife 1 flieBt der Strom I;: Nach Biot-Savart gilt

Bt 95 (f-1'1) x3d§1
[F—1/1]

— Der magnetische Fluss ¢, 2 durch Schleife 2:

Pm,2 = jfﬁn ~dAy, |Bi]=Bi~1I
Ag

— Es gilt also ¢m,2 = M2111,M21: Gegeninduktivitat, mit
[M]=VsA™l=
Berechnung des Flusses (2 liegt auf Ca):

So

¢m2—JIB1 dAQ—JfrOtAl dAQ—ygAl dss = 119595 |1‘271‘



Induktivitat (fortgesetzt)

ds; - ds
— Gegeninduktivitat: | Mo = falt 55 ¢ ‘ 51 s2| Neumann Formel
r'o — T/ 1

Neumann-Formel ist nicht besonders nutzllch zur Berechnung von Ma1. Aber:

1. M21 = M12 =M und

2. Ma; ist eine rein geometrische GroBe
Wenn C1 = Cs, dann ist die Neumann-Formel so nicht anwendbar. Deshalb zuriick
zur Definition der Gegeninduktivitat:

Gm1=Mig - Ij > Selbstinduktivitat L

Es gilt somit fiir eine Leiterschleife
56 A ds
C

—] =

¢m:fj1§~dA:5£A~dgéL1_> L=
X &

Verbindung mit der magnetischen Energie
1 - 1 - 1
= [[[&-Jav- 7I§I§A- d§ = ~LI2
275 2 2 2

=LI



Magnetisches Moment

Wir untersuchen das Vektorpotential

I‘

I ey

fur den Fall ,, groBer Abstand von Iokal beschrankter Stromdichte” —

Multipolentwicklung mit

A(r)**;fffJ( )dV’ﬂ%%ﬁ P

|F—

F

1 I

By

=L+ iF ot

T

(F)dv’ +

Ohne Bewels. Der Monopolterm verschwmdet. Damit:

sl

Aw =g fffer

@)av’ +-

m(r)

@) av’ ><—+

Mit dem magnetischem Moment m ist das Vektorpotential somit

-|B

®- 2|

3(¢ - m(¥))F
5

=],
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Mikroskopische vs makroskopische Betrachtung

— Wie bereits in ,Elektrostatik VIII - Materie" diskutiert und erldutert: Die
Maxwell-Gleichungen des Vakuums gelten auch in Materie.

— Allerdings miissten dann die Bewegungen aller Ladungstrager betrachtet werden,
die aber nur zu einem Bruchteil zu einer makroskopischen Stromdichte beitragt. —
Makroskopische Betrachtung im Sinne von Mittelwerten.

— Analog zur elektrischen Flussdichte D mit D :§0E +P folgt fiir das Magnetfeld in
Materie unter Einfilhrung der Magnetisierung M

1
Ho

- L wm - B = juo (11 + M)

— In der Maxwellgleichung rot H = J ist J als makroskopisch gemittelte Stromdichte
zu verstehen.

— Fir ein lineares, isotropes und homogenes Medium kann mit Hilfe der

magnetischen Suszeptibilitdt xm gilt fir die Magnetisierung:

— Damit folgt fiir die magnetische Permeabilitat:

B = (1+xm)poH = uourﬁ‘

— Somit ergibt sich fiir die magnetische Induktion:



Einteilung der magnetischen Materie

— Diamagnetismus:

Diamagnetismus ist eine Eigenschaft aller Stoffe, kann aber von anderen
Eigenschaften tberlagert werden.

Keine permanente interne magnetische Dipole.

Induzierte Magnetisierung im duBeren Feld — wirkt seiner Ursache entgehen
Es gilt xm <0 und |Xm| =~ 1075

Spezialfall Supraleiter — MeiBner-Ochsenfeld-Effekt (komplette
Feldverdrangung) xm = —1  perfekter Diamagnetismus

— Paramagnetismus:

Es gibt permanente interne magnetische Dipole, die sich im &uBeren Feld
orientieren kénnen.

Die thermische Bewegung wirkt der Ordnung entgegen.

Daher gilt allgemein: xm >0 und xm = xm(T)

Je nach Ursache des Paramagnetismus (gebundene Elektronen vs. freie
Leitungselektronen) ist die magnetische Suszeptibilitat entweder
temperaturabhangig (gebundene Elektronen) oder (fast)
temperaturunabhingig (Leitungselektronen — Pauli-Paramagnetismus).

Im Falle der Temperaturabhangigkeit gilt (zCumindest bei ausreichend hohen

Temperaturen) das Curie-Gesetz xm(T) = %



Einteilung der magnetischen Materie (fortgesetzt)

— Kollektiver Magnetismus — Ferro-, Ferri-, Antiferromagnetismus

Es gibt permanente interne magnetische Dipole, die sich im &uBeren Feld
orientieren kdnnen.

Die thermische Bewegung wirkt der Ordnung entgegen.

Aber: Unterhalb einer kritischen Temperatur T* kommt es durch eine
(quantenmechanische) Austauschwechselwirkung auch ohne duBeres Feld zu
einer spontanen Ausrichtung.

Die Suszeptibilitat ist haufig eine komplizierte Funktion (mindestens) von
Feld und Temperatur:

Xm:Xm(T7H7~~~)

Der kollektive Magnetismus gliedert sich in Ferro-, Ferri- und
Antiferromagnetismus



Ferromagnetismus - wichtig: Fe, Co, Ni

— T =0: Alle permanente magnetische Dipole gleich ausgerichtet

- 0<T<T*=T¢ (Curie-Temperatur): zunehmende Unordnung durch thermische
Bewegung

— T > Tc: normaler Paramagnetismus

typisch fiir ferromagnetische Stoffe:
— Xm > 0 und |xm| sehr groB (1.000, 10.000, 100.000)
— Hysterese
— WeiBsche Bezirke: Ursache fiir Hysterese




Ferri- und Antiferromagnetismus

— Ferrimagnetismus:

— Festkorper setzt sich aus zwei Untergittern zusammen

— Beide sind jeweils ferromagnetisch

— Aber die jeweilige Magnetisierung ist nicht gleich und kompensiert sich
teilweise.

— Antiferromagnetismus:

— Spezialfall der Ferrimagnetismus

— Beide Untergitter gleich stark magnetisiert. Aber umgekehrte Richtung.
— Kritische Temperatur heiBt hier Néel-Temperatur

— Unterhalb: keine Magnetisierung

— Oberhalb: Paramagnetismus (aber: xm = xm (H))



Randwertaufgaben - magnetische Skalarpotential

— Einfachster Fall: lineares, isotropes, homogenes Medium im gesamten
Lésungsvolumen: AA = —pJ(¥) — Lésungsmethoden bekannt

— Auch einfach: bereichsweise lineare, isotrope, homogene Medien im
Lésungsvolumen: Loésung in jedem Teilbereich, freie Konstanten so anpassen, dass
Stetigkeitsbedingungen erfiillt werden.

— Keine Strome im Lésungsvolumen V und Randwerte auf O(V):
— InV:rotH=0

H(¥) = —grad ¢m (¥) magnetisches Skalarpotentialgm (¥)

— Mit zumindest bereichsweise konstanten p, folgt:

divB = 0 = div [popr (—grad ¢m)] =

— Aus der Elektrostatik bekannte Lésungsmethoden mit Beriicksichtigung der
vorgegebenen Randbedingungen anwenden.



Randwertaufgaben - magnetische Skalarpotential

— Keine Stréme im Losungsvolumen V und Randwerte auf O(V); zusatzlich:
M(%) #0 in V:
— InV:rotH=0
H(Y) = —grad ¢m (¥)

— Mit zumindest bereichsweise konstanten p, folgt:

divB = 0 = podiv (-grad ¢, +M) = | Agy, = div M | Poisson-Gleichung
~— —

H

— Ohne Randbedingungen folgt damit:

W Lo pdivM@E) |,
¢rr)(r)—_4ﬂf7dv

[r -

— Mit Randbedingungen (Dirichlet: ¢, auf dem Rand gegeben; Neumann:
% =1-grad ¢m = —ii- H auf dem Rand gegeben) — Lésungsmethoden fiir
Poisson-Gleichung mit Randbedingungen anwenden.
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Maxwell-Gleichungen

— Voller Satz der Maxwell-Gleichungen; Zeitableitungen bisher vernachlassigt

divB=0 rotEffo—B
ot
. oD
divD = tH=J+—
iv oV ro En

— Wir betrachten nun den Fall, dass einer der Terme ‘;—B (Induktion) oder ‘3)[‘)
(Verschiebungsstromdichte) vernachlissigt werden kann.

— Wir werden sehen: dies liefert noch keine elektromagnetischen Wellen als Lésung!

oD

— Magneto-Quasistatik: 5t = =0 oder

@ <« |J| (Verschiebungsstrom

vernachlassigen)

— Elektro-Quasistatik: ‘?)B O(Induktlon vernachl3ssigen)



Harmonische Zeitabhangigkeit - Komplexe FeldgréBen

— Quasistatische Probleme treten meist im Zusammenhang mit technischen Quellen
auf.

— Es ist daher naheliegend, alle GréBen im Frequenzbereich darzustellen und
beliebige Zeitabhangigkeiten im Sinne von Fourier-Reihen darzustellen.

— Komplexe FeldgroBen (i-te Komponente):
E; (7, t) = Bi(F) cos(wt + ;) = 9e {Bi (7)e) (220 | =~ e (B, ()" }
H; (7, ) = 3 (F) cos(wt + ;) = 9e { i () (20} = e {H, (7)e?" }
— Dabei werden die Phasoren (ruhenden Zeiger) eingefiihrt:
E,(7) = Bi(1) - °5
H; () = Hi(¥) - ¥

— Offensichtlicher Vorteil: % — Faktor jw — DGL einfacher!

— Wir werden ohne gesonderte Bemerkungen auch zwischen Frequenzbereich und
Zeitbereich wechseln!



Elektro-Quasistatik (EQS)

— Annahme: 2B =0 und 22 ¢0
rotE=0 rotE:(j
oD .
rotH=J+=— rot H = J + jwD
ot
divD = py diVE=pl
divB=0 divB=0
0 .
gt"+de 0 jwpy +divd =0

— Beitrage zur Stromdichte:
—J JL+JE+JK—I€ E+JE+JK
— Leitungsstromdichte JL mit JL =k-E
— Eingepragte Stromdichte Jg unabhangig von den FeldgréBen; Ursache EMK,
Urspannung
— Konvektionsstromdichte jK mit jK = const. - grad py



Elektro-Quasistatik (EQS), Komplexes Potential

— Wegen rot E=0: |E —grad ¢ | komplexes Skalarpotential

- rotH=1+wa:
divrot H = 0 = div (1+ij) =div ((KE+1E +JK) +jw5E)
=div ((n+jwe)E+iE +1K)
= —(I{+jw6)Aé+diV (JE +1K)

1 > -
Ap = —div (Ji + Jk) | Poisson-Gleichung (komplex)
- K+jwe

— Im Frequenzbereich ist die erscheint die Poisson-Gleichung statisch

— Einige Anwendungsbereiche (nicht verwindende Verschiebungsstréome; keine
Induktion):
— Hoch- und Héchstspannungstechnik bei (sehr) niedrigen Frequenzen
— Feldprobleme in Halbleiterbauelementen (z.B. FET)
— Biophysik; Nervenleitung

— Tiefe Frequenzen: Felder erscheinen statisch 4 Magnetfeld verschwindet — EQS



Magneto-Quasistatik (MQS)

— Annahme: 9B =0 und %—]? =0

ot
. 0B .
rotE=—-— rot E = —-jwB
ot

rotH=1J rotH=1
divD = PV divD: PV
divB=0 divB =0
divi=0 divi=0

— Beitrage zur Stromdichte: J= jL + jE + jK =k -E+ jE + jK

— rotH=Jund divB=0 — Magpnetfelder eindeutig bestimmt

— Zusammen mit divJ = 0 — Formeln der Magnetostatik strukturgleich in MQS
— Einige Anwendungsbereiche (verwindende Verschiebungsstréme; Induktion):

— Skin-Effekt (Ubertragungsleitungen, insbesondere bei hdheren Frequenzen)
— Induktion (klassische elektrotechnische Antriebe und Generatoren)

— Tiefe Frequenzen: Felder erscheinen statisch 4+ E-Feld verschwindet — MQS



Verwendungsbereich EQS, MQS - was ist langsam?

— Betrachte Gebiet mit Linearausdehnung L

— Typische Zeitkonstante: 7=1/w

— raumliche Ableitungen (div,rot,grad): o< 1/L
— zeitliche Ableitung: ~1/7 =w

—rotH=J> 8 =J>B=pH=pLl > B - wyl]
- rotE = —% — % =-B=-wuL) > D= —wpel?J - D = —w?pcl?)
1

— Forderung: [D| < |J]: w?pel?) «J - w? « i iz

1 1
Vep L

w << c¢: Vakuum-Lichtgeschwindigkeit; c ~ 3 - 108m/s

<

o

Ve
L

- L=1m:f=3- «50 MHz
- 2m— 25 MHz; 10 m - 5 MHz, ...
— Umgekehrt betrachtet: 50 Hz — 1000 km
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MQS - Diffusionsgleichung fiir E

— Magneto-Quasistatik (MQS): Maxwell-Gleichungen

. 8B L

rot B =—-— rotH=1J
ot

divD = py divB=0

— Materialgleichungen (lineares, homogenes, isotropes Medium)

D=¢BE B=puH J=Jp=xE
— Annahme: keine makroskopische Ladungstragerdichte py =0 — divE=0
— Und damit: (Hinweis: A& = divgradd = graddiva - rotrot a)

grad divE =0 = AE + rotrot B

. . B 9
AE = —rotrot E = rot — = — (rot B)
ot ot

R o - R .
AE(T,t) - ,u/{aE(f,t) = 0 | Diffusionsgleichung fiir E




MQS - Diffusionsgleichung fiir A

— Aus dem Ampéreschen Durchflutungsgesetz folgt zunachst

rotﬁ:jerotB:ujerotrotA:uj

- Mit J = kE gilt somit

rotrot A = ,LLKE —>‘ grad divA - AA = ,U,KE ‘

— Mit Hilfe des Induktionsgesetzes

rotE:fa—B%rotE:—rot%»rot E+% =0- E+%:fgrad¢
ot ot ot

— Spezialfall py = 0: divE =0 - ¢ =const. =0 (0.B.d.A) = |E = ——

— Hiermit folgt eine Diffusionsgleichung

A
ot

AA - ,Lm%A = grad (,Lmd) + divA)

— Eichung: divA = —pkg bzw. divA =0 fiir py =0 (Coulomb-Eichung)



MQS - weitere Diffusionsgleichungen

— Auf analoge Weise findet man weitere Diffusionsgleichungen:

— Magnetische Induktion

T 5. .
AB - —B=0
M5t

— Stromdichte

R 0 - =
AT -l i =6
e

— Offensichtlich erhalt mal identische pDGL fiir E B, Jund A >
Diffusionsgleichungen

— Unterschied: Randbedingungen sind anders!

— Wichtige Eigenschaft: irreversible Prozesse, d.h. der Ubergang t — —t liefert eine
andere pDGL



Exkurs: 3 Typen pDGL 2. Ordnung

- 1.

- 2.

- 3.

Elliptische partielle Differentialgleichung 2. Ordnung Aa(T) = B(T)

Nur 2. Ableitungen (+,+,+)

z.B. Poisson-Gleichung A¢(T) = 7PVT(Y)

zeitunabhingige (stationare) Probleme

Lésung beschreibt haufig den Zustand minimaler Energie —
Variationsproblem, Finite Elemente Method (FEM)
Randwertprobleme; Dirichlet bzw. Neumann Randwerte

Parabolische partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
o 8 = -
Aa(t,t) - cxra(T,t) = BT, t)

Beziiglich einer Variablen (Zeit) nur einfache Ableitung; 2. Ableitung:
Vorzeichen (+,4+,4,0)

z.B. Diffusions-Gleichung AE (T, t) — ,Lm%Ex(f,t) =0

kein stationares Probleme

Anfangs-Randwertprobleme; Dirichlet bzw. Neumann Randwerte und
zusatzlich Anfangswert z.B. «(F,t = 0) vorgeben.

Hyperbolische partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
2
Aa(rvt) - ‘3238?01(1”7@ = B(I‘,t)

2. Ableitung: Vorzeichen (+,+,+,-)
z.B. Wellen-Gleichung — kommt noch
Anfangs-Randwertprobleme — zusatzlich: zeitliche Ableitung bei t =0
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Problemstellung

y — Zwei unendlich ausgedehnten Halbraume
(Vakuum und Leiter) — translationsinvarianz
in y und z- Richtung

o0 o0 — E und B unabhingig von y und z
— Ableitungen nach y und z sind Null
Vakuum
0 1o}
N — = — =
z(’ x dy 0z

— Losungsgebiet: x >=0 (im Leiter)

— harmonische Zeitabhingigkeit: 8@

v W

AE = jwurE AB = juuxB

82 N 82 - o

p E = jwourE P B =jwuxkB
E= Y Eg B= Y B@&



Bestimmungsgleichungen

— Rotation des E-Feldes hat keine x-Komponente. Es gilt:

rot E = €ijk€i O Ey hier -0xE, 8y + 0<E &, e —jw > B —

i=x,y,2

— Analog: Rotation des B-Feldes (H-Feldes) hat keine x-Komponente. Damit folgt:

u‘lrotB = rotH = 1 = HE — E-Feld hat keine x-Komponente:

— Hiermit folgen 4 strukturgleiche skalare Diffusionsgleichungen

2 62
@Ey = lemﬂy @By = lemﬁy
9? . 9? .
@EZ = jopkE, @EZ =jwpkB,
82
— Es reicht, eine der Gleichungen zu betrachten: 5By =jwukE,
ox

Hinweis: Stetigkeit von E¢; wihle &y || J(x = 0) = kE(x = 0)



Eindringtiefe - Skin-Tiefe - Allgemeine Losung

2

— Wir betrachten: @Ey = jw;mEy

- Ansatz: B = Ae** mit [k] =m™!
— Dies liefert: k? = jwur

— Und somit:
wpk 14

1+j
kyjpg=t—F—=wpur =+(1+] =+—
1/2 V2 " (1+9) 2 0

— Hierbei ist ¢ die Eindringtiefe bzw. Skin-Tiefe

s 2| e

— Die allgemeine Lésung ist somit

E, = Alex/éejxﬂs +A2e"‘/ée‘j"/5




Allgemeine Losung

- gefundene Losung: E = A, e/l 4 Ao/ 0o/
— Konnte analog auch fiir E, Ey und B, hingeschrieben werden. Besser aber
rot B = giju&05Ey = ~0xB, ¢y + OxE 8, = —jw Xy v, B8

4] 1 0
—E =-jwB, =B, =-——E
ox—Y jw ox—Y
1+j1

- [A,67067/% - Aye™/e/%]
jw

— Bestimmung der Konstanten

1. Fir x — oo muss das E-Feld verschwinden —

2. An der Oberflache (x = 0) gilt

E, =E (x=0)=1J (x=0)=E, Jyoam

— Hiermit (0.B.d.A.: E,(x=0) =E,; = 0 - andere Komponenten brauchen wir
nicht)

E, = Eyoef"/‘;e’j"/‘; H = B, 1+ 1E Al 5= 2

- no jwp 0 WK

=z



Dampfung - Phasendrehung

— Ausgehend von

; B 1+j1
—x/5 —ix/s D,
Ey:Eyoe /eJ/ EZ=J EE
H Jwp
— stellen wir um:
1= E o /5 gmix/
- w6,u
= (1) [ g Bye /e

S5 (o) By e e =k,
2 Y —— —\— Y

/8 oi/5

——

Dampfung Phasen-

—jm/
V2emiT/4 drehung Jyo

5
— Es gilt: [H, C=D)| _ | (x= )I =e 1 ~0,37; nach 2§: 2

IHl(x o) ~ |E (x=0)

5=

~ 0,14 usw.

2

WK

O /8 gin/8 i/



Schwingungseigenschaften der Losung
— Video Link

1.00

— E_y
— Hz
——- Einhillende

0.75

0.50

=0)

0.25 A

0.00

0) bzw. H,/HA(x

—-0.25 A

E,/E,(x

—-0.50 -

—-0.75 A

-1.00

3.0

x/6



Eindringtiefe

1k T
—— Kupfer: k=5.80e+07 S/m
—— Aluminium: k=3.80e+07 S/m
\ —— Seewasser: k=5.00e+00 S/m
1

/
/

Eindringtiefe / m

1u

50 1k M 1G
Frequenz / Hz
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Losung vor dem Leiter

— Lésung fiir x > 0 (im Leiter):

E=EB & =B g%,  H=Hz,=rE

O s mi¥s min/ag,
2
J= J 8y =KE & = /@Eyoe_x/ée_jx/f;éy §=1/—

— Berechnung des Magnetfeldes fiir x < 0 (vor dem Leiter) iiber rot H = J

K=0|r+0 fﬁ(x)dg:ﬂj-d/&
¢| J=0 J=Jy(x)8y CH(X)-éZ=ch J(x) - 8ydx
hoo | H,(x<0)=H, = (1-])rE,q ) = H,(x=0)
Yo x
z

Tangentialkomponente von H ist stetig!



Oberflachenstromdichte

Die Stetigkeitsbedingung fiir Tangentialkomponente des Magnetfeldes lautet:
t-(Ho—Hp)=(fixt)-Ja e fix(Hy-Hy)=Ja 1i:von 1 nach 2

Im vorliegende Fall: & x (EZ(0+) —HZ(O‘))éZ :u

Haufig nutzt man die Oberflachenstromdichte lA jedoch auch als ErsatzgroBe fir
das innere Magnetfeld H(ic >0) (Oberflachenstromdichte # Stromdichte an der
Oberflache!). Setzt man H(x) = 0 fiir x > 0 folgt fiir die Oberflachenstromdichte

Ia=H,0)8 = [T, (0dxy

Verwendung findet die Oberflachenstromdichte als ErsatzgroBe z.B. bei
numerischen Rechnungen oder bei der Modellierung von Schirmungen
(insbesondere bei Aperturen in Schirmen).

Dringt ein externes Magnetfeld nicht in ein begrenzendes Material ein (6=0, z.B.
K — 00), so gibt es eine echte Oberflachenstromdichte mit Jo =i x H(0); @i aus
dem Leiter heraus gerichtet.



Oberflachenimpedanz - Oberflachenwiderstand

— Aus dem elektrischen Feld und dem magnetischen Feld an der Oberflache ergibt
sich die Oberflachenimpedanz Z,, deren Realteil der Oberflichenwiderstand R

Ist:
E(x=0 E(x=0 1+j R w jw
2, -E6=0 _BO=0) 14y, PR fien
H(x=0) Ja KO 2K K
W 1
Ra=+/2E - =
A 2k KO

— Widerstand R eines Bereichs der Dicke §, Lange 1 und Héhe h:

1 _ 1
kA kéh

1
R = RAE [Ra]=9Q=9/a,0hm pro Quadrat”

1/h: Minimale Anzahl der Quadrate, die in das
Oberflachenstiick passen.

— Flachenstrom: Iy = }[Oh Jadz [Ip]=A



Leistungsumsatz - Feldperspektive
— GroBen im Leiter im Zeitbereich:
E(x,t) = R {Ege ™/ e 7 5, B = Boel?®
= Ege ™% cos (wt — X/5 + pg) 8y

J(x,t) = kEge™? cos (wt —%/5 + pp) &
— Quadratischer Mittelwert der Stromdichte:

22
KEG T o-2%/8

2 K
t—x/5+ g ) dt =
A cos” (w /5 + PR)

(|j(x,t)|2>T =

— Verlustleistung (Hdhe h, Lange 1)

P - jvﬂﬁ-jdv - f\ﬂ é |3? av

<P)T :J‘J“J‘£<|j(t,x)|2>dvz 1h ](;oo %@eiQx/édX:
v ~—
A

212
K7EG ~2x/s

AR
1



Leistungsumsatz - Leiterperspektive

— Oberflachenstromdichte - Zeitbereich:

xkEod

V2

Quadratischer Mittelwert der Oberflaichenstromdichte:

Ju =H,(07)8y E=E® —Jalt) =

cos (Wt — /4 + @R ) &y

Loy 1R’EZ, RPEZ
(EING] )T: ERE AR

Flachenstrom:

h = 2
IA=fO Jadz=hlsy| = (1R), =02 ([Ja)’),

Verlustleistung:

(P)r = <I?\>T R= (I?\)T RA&

N 11 E2
:h2<\JA(t)|2)TEh 1hﬂ5 A



Feldperspektive vs Leiterperspektive

— Die aus der Diffusion der Felder berechneten Verluste entsprechen exakt den
Ohmschen Leiterverluste des Flachenstroms

— Man spricht von Skineffekt-Verlusten.

— Wird die exponentiell abklingenden Stromdichte im Halbraum ersatzweise durch
einen konstanter Strom (der Flichenstrom) ersetzt, so werden in einer vom Strom
durchsetzten Schicht der Dicke § (Skintiefe/Eindringtiefe) gerade die
Skineffekt-Verluste umgesetzt.

— Setzt man frequenzunabhingige Materialparameter, so

— steigt der Flachenwiderstand proportional zu VT Ra o< VI

— sinkt die Eindringtiefe umgekehrt proportional zu \/T: § o ﬁ

— Offensichtlich hat das Modell Grenzen hin zu sehr hohen Frequenzen:

— Die lonosphare reflektiert im Kurzwellenbereich, weil die Felder nicht
eindringen kénnen. Bei wesentlich hdheren Frequenzen (z.B. sichtbares
Licht) ist die lonosphére aber wieder transparent — Felder kénnen wieder
eindringen

— Schon diinne Metallfolien sind gute Schirme fiir hochfrequente Felder (z.B.
Folienschirm in CAT-5 Kabeln). Aber diinne Folien schirmen nicht gegen
Réntgen- oder Gamma-Strahlung.
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Problemstellung

— Ausgangspunkt sind die Maxwellgleichungen im Rahmen der Magnetoquasistatik
(MQS), also % +0 und % =0

. L . . 0B
divB=0 rotH=J divD=py rotE= 5t
— Das Faradaysche Induktionsgesetz gilt in der lokalen und instantanen Formulierung
rotE = —% immer und tiberall.

— Aber: Bei der Anwendung auf tatsidchliche Problemstellungen, die natiirlich
ausgedehnt sind und haufig Relativbewegungen eine Rolle spielen, kommt es
schnell zu Interpretationsproblemen und scheinbaren Paradoxien.

— Induzierte Spannung ist keine Potentialdifferenz
— Ausgedehnte Anordnung, aber keine Relativbewegung:

S d . .
Uing =EMK =& = (A) E-ds= g £IB~dA = —® — problemlos

. " 9B oz 9B
— aber allgemein: rotE = 76—]? - 9§C(A(t)) E-ds= 7ﬁA(t) 8—}:’ -dA



EMK vs Potentialdifferenz

— Wegen rot E = —% + 0 ist das elektrische Feld kein Gradientenfeld

— Spannungen im Sinne von Potentialdifferenzen sind nicht definiert, weil es kein
dem E-Feld zugeordnetes Skalarpotential gibt.

— EMK = Ujpq = € ist keine Potentialdifferenz — Spannungsmessungen zwischen
identischen Punkten sind nicht wegunabhingig.

UNIVERSITAT Theoretische Elektrotechnik und EMV / H.G. Krauth3user
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Scheinbar paradoxe Spannungsmessung

— Messung der Spannung zwischen zwei identischen Punkten.

€+I(R1+R2)=0 U1+5+IR2=O —U2+5+IR1=0—>

U

Us

_R1
Ro




Anordnungen mit Relativbewegung

B-B,® o) B-0
h ®i /®/
—> v
—
x(t=0)=x0

Offenbar gilt % =0

—»f Edg:—ﬂa—B.dA=o 77
C(A) i ot

Experiment: es wird eine Spannung induziert

Erklarungsausweg: Lorentzkraft auf
Ladungstrager im bewegtem Leiter

zuldssig, aber vollig unbefriedigend im Rahmen
der Feldtheorie

Tatsachlich l&sst sich dieses Problem auf zwei
Weisen |6sen
— Mathematisch mit der vollstandigen
Leibniz-Regel fiir Integrale
— Physikalisch mit der Speziellen
Relativitatstheorie



Leibniz Integralregel — Ableitung unter dem Integral

— Eindimensionaler Fall noch relativ bekannt:

d b(t) 4 . b(t)a
" ([)f(t,x)dx =f(t,b(t))ab(t)—f(t7a(t))aa(t)+Et[)af(mx)dx

3D Form (FIanders, ., Differentiation under the Integral Sign", The American
Mathematical Monthly, Vol. 80, No. 6, 615-627, (1973)):

%Aj({) f(7,t)-dA :Af({) (%f(f,t) +[div f(5,1)] v) -dA - 95 ¥ x f(¥,t) - ds

CA(D)
— Hier divB =0:
d (0 a P o
o [[ Bv)-di= [f S B(1)-dA - f 9 xB(E,1) - ds
A(t) A(t) C(A(t))

Damit folgt dann:

£ =EMK = Ujpg = ﬁ (EWXB)-dg;EHB-dA:@
C(A(t)) A(t)




Spezielle Relativitatstheorie

— Axiome der SRT (— Axiomatische Grundlagen)

— Relativitatsprinzip - Naturgesetze haben in Inertialsystemen die gleiche Form

— Universalitat der Lichtgeschwindigkeit - Die Lichtgeschwindigkeit im
Vakuum ist eine universelle Konstante, die in allen Inertialsystemen den
gleichen Wert hat.

— Ladungserhaltung folgt im Rahmen der SRT (— Noether-Theorem,
Noether-Strom)

— Bekannt: Lorentztransformation, Raum-Zeit, Langenkontraktion, Zeitdilatation

— Hierbei tauchen immer folgende Faktoren auf:

v /1
ﬁ:gvﬁe[(ll] und v = ﬁv'ye[lvoo)

Blo] o1 | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 08 | 1.0]
v ] 1] 1005 | 1.021 | 1.048 | 1.091 | 1.155 | 1.25 | 1.667 | oo |

— Gute Naherung fiir nicht-relativistische Geschwindigkeiten: ~ = |




Transformation der Felder

— Es sei S’ ein Inertialsystem, das sich mit v = const. relativ zum Laborsystem S
bewegt

— Mit v = vy konnen die Felder in S in longitudinale und transversale Anteile zerlegt
werden:

— Im System S’ ergeben sich diese Felder dann zu:

B = By + (B, +9xB) B’:BHM(BL—C%WE)
= (8v - E)éy +v[ev x (& x E) + 7 x B] :(év-]é)éer'yI:évx(éVxE)—C%XE]
- Firv«ec:
E| = E B| =B

os]}
fhed

I

oo
P

Bl - B, +9xB



Ruhesystem der Schleife

Felder im Ruhesystem der Schleife (S’):

B = E B =By
B-B, @ (0] B=0 L R . .
E| =E, +vxB B’ =B,
iy OBY _ 9B L 50 g
- Esgilt % =52 +0inS
h ®A — Flache ist zeitunabhéngig in S’
— Damit folgt dann erneut:
— v
=" Uni= @ (B+vxB)-ds-—< ([B.d&--d
dt J¢
x(t=0)=xo c(A)
Mathematik (pure Logik) und Physik (aus

Beobachtung abgeleitete Theorie) liefern

identische Resultate!
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Maxwellgleichungen — Ladungserhaltung

— Wir betrachten nun den vollstandigen Satz der Maxwell-Gleichungen:

- . 0B

divD = tH = ——

iv PV TO n
. 1)
divB=0 rotH:J+8—
ot

— lineare, homogene und isotrope Medien und lokales Ohmsches Gesetz
D=ekE B=pH J=«E
— Ladungserhaltung (eigentlich axiomatisch vorausgesetzt) folgt direkt aus den
Maxwell-Gleichungen:

. R aD - 8divD -9
div (rot H) = 0 = div J + div == = divJ + é: =div]+ &Y

- 90
divJ + % =0 | Kontinuitétsgleichung (lokal)

- . 0
ﬁ J-dA+ — fff pvdV =0 | Kontinuititsgleichung (integral)
o) ot




Energieerhaltung

— Betrachte bewegte Ladung q = pydV, Geschwindigkeit v (|¥| « ¢)

— Lorenzkraft:

F=q(E+9xB)—dF=pydV (E+7xB)

— Differentielle verrichtete Arbeit dW bei Verschiebung um AS = vAt:

dW = dF - A§ = pydV (E+¥ xB) - A = pydVE- Ag = pydVE - vAt
— Differentielle Leistung d (%)

W% - Lo
d{—)=pvVv-EdV=J-EdV
( At ) vy

— Hiermit ergibt sich die Leistung zu

W L
P=-— = [[[J-EdV (analog zu P = UL im Leiter)
Av )

— Verlustleistungsdichte py = J - E — Stationsres elektrisches Strémungsfeld



Energieerhaltung — Poyntingscher Satz
— Weitere Betrachtung der Verlustleistungsdichte py = J - E:

e s . 9D\ - . . 9D
pv=J-E=E.-J=E-[rotH- — |=E-rot H-E-
ot ot

— Es gilt weiterhin:

Lo L . oB .
div(ExH):H~rotE—E-rotH:—H-E—E-rotH

— Somit ergibt sich der Poyntingsche Satz in differentieller Form:

- . .. - 9B - aD
E‘J:—div(ExH)—H-d——E%af allgemein
ot ot

— Fiir D= ¢E und B = uH folgt

E~I3] lineare, homogene, isotrope Medien




Energieerhaltung — Poyntingscher Satz (fortgesetzt)

— Wir betrachten die Terme im Poyntingschen Satz

E.j=_div(ﬁxﬁ)_ﬁ[lﬁ.é+

7 l2 E~13] lineare, homogene, isotrope Medien

N | =

— Joulesche Wirme E-J — Stationires el. Strémungsfeld
— Elektrische Energiedichte 1E-D — Elektrostatik VIII - Materie

— Magnetische Energiedichte %IjLB — Magnetostatik | - Grundlagen

— Offenbar ist die gesamte elektromagnetische Energiedichte (lineare, isotrope,
homogene Medien)

=
(o)}

Wem = We + W =

N | =
N | =




Energieerhaltung — Poyntingscher Satz (fortgesetzt)

— Differentielle Dartstellung

awem
ot

E-j:—div(Exﬁ)—2[7H~E+

lﬁ.ﬁ]:_div (B x H) -
2 2

— Ubergang zur integralen Darstellung — Volumenintegral:
w - L9
A—tzﬂ E.Jdv :7ﬁExH-dA—ajf WemdV
Y o(V) Y

[N —7
mechanisch, thermodynamisch elektrisch

0 - . 0
af\l WaneendV = —OSE/E) ExH-dA - af\l WemdV

7] L.
o J]] (Wmech + Wem ) dV = — ﬁ E x H-dA | integraler Poyntigscher Satz
% oW




Energieerhaltung — Poynting-Vektor

Integraler Poyntingscher Satz

%fff(wmech"'wem)dv:— @‘ ExH-dA
\Y%

o(V)

— Anderung der Energie im Volumen V entspricht dem Fluss des Vektors S=ExH
durch die Oberflache des Volumens O(V).

— Die GroBe
[8]- W™

ist die lokale Energieflussdichte oder der Poynting-Vektor.

— Hiermit schreiben sich integraler und differentieller Poyntingscher Satz wie folgt:

%fff (Wmech + Wem) dV + 3@5 S-dA=0
v

oV)

0 .
e (Wmech + Wem ) +divS =0




Energieerhaltung — harmonische Zeitabhangigkeit

— Harmonische Zeitabhangigkeit: (— Quasistationdre Felder - Grundlagen)

E(1, t) = Re {E(@)e™'} = % [E(f”)ej“’t +B (f)e—jwt]

— Anwendung fur we:%ELf):
1. -
We—5E~D

171 /2 Sk s 1/ . s

- 7[7 (Eejwt+E 87JWt):|'|:7 (DQJWt-I-D ejwt)]
212 2
lr= = -k ok : 1ro = -k

= ~[B-De**+E"-De ']+ ~[E-D" +E"- D]
8 8
1

B R B,
= (e (B D) e (B D)

— Mittelwert (iber eine Periode:

(we) = i%e{ED*%

— — 1 = =
E-D" |analog (wm):zi)%e{ﬂ~§ }:

(D=cE),ecR (B=pH),ueR




Mittelwerte — komplexer Poynting-Vektor

— zeitliche Mittelwerte:

Z

I

|

2
——
=
1o
——

1
| =
et
e

(D=¢k),ceR

*

le>f

(Wm) = i%e{ﬂ-B*} = iﬁ

|

(B=pH),ueR

*

—~
kel
<
-
I
|
=
isd
——
3]
et
*
—_——
I
N | =
(e
et

—
(J=kE),keR

(8) = S Re {BxH} |= e (3)

— Hierbei wird der komplexe Poyntingsche Vektor S eingefiihrt:

komplexer Poynting-Vektor




komplexer Poyntingscher-Satz (differentiell)

— Wir bilden die Divergenz des komplexen Poynting-Vektor S %EXH*Z

1~ - % 1 /-« - > o %
div (=B x I ):f(g rotE-E-rotH )
2 2

L@ (wB) B @+ juD)
2

1 L ook = R 3 L2 =2k
=5 (HiwH-B-E-J"+juE-D")
— Insgesamt gilt somit der komplexe Poyntingsche Satz in differentieller Form
- 1o - 1-.x = 1. -«
div§ + SE-J" 4+ jw [ -EB - SED" ]
2 4 4
<divS + (pv) + j2w [ (Wm) - (We) ]

Re {divS} +

N | =
el
\Lu
I
o
()
E]
—~
&
<
U
—
+
[\
S

—
=
iz
|

*
|
| =

e
IS
*

N———’

(pv) (Wm) (we)



komplexer Poyntingscher-Satz (integral)

— Aus der differentielle Form folgt sofort der integrale komplexe Poyntingsche Satz:
divS + (pv) +j2w[(wm) - (we) | =0

< @ S-dA + ffj pv dV+J2ijj( Wm) — (we))dV =0
o(V) %

— Der Realteil entspricht der mittleren \Wirkleistung (umgesetzte Energie, Ohmschen
Verluste):
- H (pv)dV = - @S Me{S}-dA
% o)
— Der Imaginarteil entspricht der mittleren Blindleistung:

ZWJII(Wm —(we))dV = - @ 3m{S}~dA

o(V)



Beispiel: Koaxialkabel

— Koaxialleitung mit ohmschen
Verlusten nur im Innenleiter: Ky — oo

— Betrachtung bei tiefen Frequenzen:

. \ I« )\ a<xd, wL< Ry
L
b — Strom ist konstant: I=1I(p,¢,z) =1Io
7 — Widerstand des Innenleiters bis
K/‘Traz

— Maschengleichungen:

------FL- o

z Position z: R;(z) = —=

groBe Masche: Up =Ri(1)Ip + Rlp
2b 2{ z kleine Masche: Up =U(z) + Ri(2)Io

z
- 1-—=
U“l JU(Z) R > U@ =l ( I+ mrazR)




Beispiel: Koaxialkabel (fortgesetzt)

— Magnetfeld im Innenleiter und im Zwischenraum (auBen Null):

— Elektrisches Feld im Innenleiter nur z-Komponente: El = Eizéz = %éz = n7I'ran €,
— Elektrisches Feld im Zwischenraum: Losung der Laplace-Gleichung A¢ = 0:

— In Zylinderkoordinaten:

=0 — Separationsansatz — E= —grad ¢

10 ( 06\ 1 0% 8%
2,2}, 22, 9%
pOp\ Op) p?20p2 022

- + Randbedingungen: E2(p=a) =E} und E2(p=b) =0
— + Anfangsbedingung: Ug = fab E,(p,z=0)dp
— Das ergibt:

N Uo( z ) . Uolnb/p 1

E? = — = -
P plnb/a 1+ kwa?R “ Inb/a 1+ kma?R



Beispiel: Koaxialkabel (fortgesetzt)

— Berechnung des komplexen Poynting Vektors aus den Feldern:

1 i ix

el
=

i o
:—EEZHq,ep

158
1}

X

®

a ~ax 1 . 1 .
xH" = 7§E;‘H$ep + iE:Hi 8,

e}

|
]
N | = N =

al

— §' und §” sind reel — nur Wirkleistung! (wL wurde explizit vernachlassigt!)

— radial nach innen flieBende Energie:
1o = 1 2 . . .
—27raf S(p=a)-éydz= ERi(l)Io — Verlustleistung im Innenleiter
0

— im Zwischenraum axialer Energietransport:

b_a 1

|78 () ea2mpdp = S1U(2)
a

— Von der Quelle abgegebene Leistung (z = 0):
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Impulserhaltung

— Warum betrachten wir den Impuls?
— Mechanik — Beziehung zwischen Impuls p™M und Kraft E:

d

=mech

dt

F=

— Diese Beziehung gilt auch fiir den relativistischen Impuls (bei sehr hohen
Geschwindigkeiten, im Rahmen der Speziellen Relativititstheorie) und ist somit
wesentlich fundamentaler als die klassische Formulierung F =ma; ﬁmed‘ =mvV.

— Und wir wissen schon, dass die elektromagnetische Feldtheorie eine relativistische
Theorie ist — Quasistationare Felder VIII - Induktion.

— In der elektromagnetischen Feldtheorie kann prinzipiell die Lorenzkraft
herangezogen werden:

Foq(B+9xB)

— Fiir viele konkrete Berechnungen (z.B. elektrische Antriebe) ist eine Formulierung
nur mit Feldern haufig zweckmaBiger

— Wir starten hierfiir mit der lokalen Kraftdichte f in Abhingigkeit von der
Impulsdichte Py



Kraftdichte

— Wir betrachten die Kraftdichte
- d - - [
f= &f)v =pv(E+\7XB) =/)\,'E+JXB

— Durch Einsetzen der Maxwell-Gleichungen folgt:
e - . 9D
f:EdivD+(rotH—d—)xB

ot
L . 9D .
:EdivD+(rotH)xB—8—xB
ot
L oo [d oo s -
=EdivD + (rot H) x B - a(DxB) D x

- . . - d o - =
=EdivD+(rotH)xB—[&(DxB) D x ]

. . . . F
f= [EdivD—D x rotE] + [—B x rotH)] - a(D x B) | alle Materialien

= [Ediv]j—]jxrotfﬂ] + [Hdi\'fﬂ—gxrotﬁ] - %(DXB)



Kraftdichte - homogene, lineare, isotrope Medien
— Wir hatten die Kraftdichte

. L . . Lo . d . =
f=[EdivD-DxrotE]+[HdivB - B xrot H] - 5 (D xB) alle Materialien

P T I e Lod . -
f=c[EdivE-ExrotE]+ — [BdivB—erotB]—sa(ExB) h, I, i Materialien
1

— Terme & x rot & — kleiner mathematischer Einschub:
grad (3-b) =a xrotb+b xrota+ (a-grad )b+ (b-grad )a
grad (d-a) =2(a xrota) + 2(a- grad )a
——

[a[2

. L L1 . .
= -ExrotE = (E-grad )E - 5grad|E|2 fiir B analog

— Damit ist die Kraftdichte in homogenen, lineare, isotropen Medien:

foc[BdivE+ (B-grad)B] + - [BdivB + (B grad)B]
I

1 - 1 - d . =
—grad | =e|E[2 + —|B|? | -e—(E x B)
2 21 dt




Maxwellscher Spannungstensor

— Um die Kraftdichte einfacher schreiben zu kdnnen, fithren wir den Maxwellschen
Spannungstensor T ein. Der Maxwellsche Spannungstensor ist ein
dreidimensionaler Tensor 2. Stufe (,,3 x 3-Matrix"):

T-= (Tij) mit

1. = 1. =
Tij =€ I:EiEj - §6ij|E|2:| + ; [BiBj = §5ij|B|2:|

1

— Explizit:

eExEy + iBXBx

T=|eEyEx+ . ByBx ¢EyEy +-ByBy

eBE,Ey + iBZBX

eExEy

eE,Ey

1
+ ;BXBy

i i

+ BBy eE,E, + BB,
1 0 0

1( =0 1=

7(5|E|2+7\B|2) 0 1 0

2 5 0 0 1

R S ——



Maxwellscher Spannungstensor und Kraftdichte

— Wir bilden die j-te Komponente der Divergenz von T

3,0
divT); =3 —T;; = & Ty
(divT); Loy j
3 IE; OB\ 1 (0B OB; edE? 1 9B]?
= € +— B; + B; -1 = + —
= Ox; 8x, w\ Ox; Ox; 2 0x; 2p Ox;
= L, 1 L,
= E[EjdiVE +(E-grad )E; - 5gradj|E|2] +

1 - 1 _
- [BjdivB + (B grad )B; - 5gr;mj|13\2]
W

— Dies ist gerade die j-te Komponente der ersten drei Terme der Kraftdichte. Somit:

d - d - - ds
f=divT - sd (E ) divT - a,ud—(E H) divT - sya

— Die Gesamtkraft ist somit:




Interpretation

o)

F:@Td

g, JJfsav

Oberflachenintegral

Wirkt nur auf die Oberflache des
betrachteten Volumens

Tjj: i-te Komponente (Wirkrichtung)
der Kraft pro Flacheneinheit (Druck)
auf Flachenelement mit Normale &
(Normalenrichtung)

i=j: Die Komponenten Tj; sind die
Normalspannungskomponenten, bei
denen Normalen- und Wirkrichtung
gleich sind.

i # j: Die anderen Komponenten sind
Scherspannungskomponenten, bei den
Normalen- und Wirkrichtung
unterschiedlich sind.

Volumenintegral

— Verschwindet im stationaren Fall —
dann Gesamtkraft nur tber

Oberflache!
— Mechanik: F = “mech Jf= Isq‘l/ech
- E\ektromagnetscher Impuls bzvv_
Impulsdichte
" = [[[ enSav
\4
P = epS

— Wieder Poynting-Vektors! — SRT



Impulserhaltung

— Die Formel fiir die Kraftdichte kann nun umgeformt werden:

L d d d
f=—pUeh =divT - — (epS) =divT - —p"
attV VTR (eS) = div attV

di (B9 +epS) = divT

d
— (*\"}eCh +p3") =divT | lokale Impulsbilanz

— Volumenintegration liefert die integrale Impulsbilanz:

fjj mmech )dV = ﬁ T-dA | integrale Impulsbilanz
Oo(V)

— Strahlungsdruck: Kepler: Komentenschweife; Maxwell: Normalkomponente und

volumetrische Energiedichte; Wellenmodell: Spannungstensor; Teilchenmodell:
Planck, Photoelektrischer Effekt, Energie-Impuls-Relation

— Anwendungen: Sonnensegel als Antrieb; zunehmend: Mikromanipulation mit Licht



TECHNISCHE Open
UNIVERSITAT Educational
DRESDEN Resources

Prof. Dr. Hans Georg Krauthauser
Theoretische Elektrotechnik und Elektromagnetische Vertraglichkeit

Elektromagnetische Wellen | -
Grundlagen

Theoretische Elektrotechnik
Lizenz: CC BY 3.0 DE @@

Seite 242



Ausgangspunkt

— Wir starten mit dem vollstandigem Satz der Maxwell-Gleichungen:

R . 8B

divD = otE=—-—

iv v T ot
divB=0 rotﬁ:j+a—D
ot

— Das Medium sei linear, homogen, isotrop = B = uH, D = ¢E



Entkopplung der Maxwell-Gleichungen

— Die Maxwell-Gleichungen kénnen entkoppelt werden:

. . . E
rotrot E = —%rotB = —2 (,uJ+,u,58—)

— ot ot
grad div-A
graddivE - AE = _M%‘z _Mezit]f
grad ¥ — AR = M% _ME?;T?
AE_gN(ZQtQ = grad v + M%‘z

— Analog fir H:
. - o - - 2
rotrotH=rotJ+e—rotE=rotJ-—ep—H

ot ot?

o . - 0% . - 22 . -
grad dlvaAH:rotst,uﬁH» AHfs,uﬁHzfrotJ

=0



Skalar- und Vektorpotential

— Fir die Potentiale ergibt sich analog der friiheren Betrachtungen:

divB =0 =|B=rotA
rotE = —8—B =rot E = —rot —A
ot ot
. OA\ .
<rot (E+ 87) =0
ot
oA
E+ — =-grad
= 5t grad ¢

_ A
= E:—gradqﬁ—aa—t

— Durch die Definition des Skalarpotentials ¢ und des Vektorpotentials A werden die
homogenen Maxwell Gleichungen automatisch erfiillt!



Einsetzen in die inhomogenen Maxwell-Gleichungen

— Wir betrachten die inhomogene Maxwell-Gleichungen:
.+ 9D . . 9B
rotH=J+ — - rot B=puJ+ep—
ot at
divD = py - divE =Y
€

— Einsetzen der Potentiale in das Coulomb-Gauss-Gesetz::

R o .
divE = ~diverad - = div A - e
g

v

=|Ap+ 2divA =-
ot €

— und in das Durchflutungsgesetz:

. - < .+ = OE . 9
rot B =rotrot A = graddivA — AA = puJ + s,ua =pJ+ep |:7grad ad)

. 92A
AR -
= o

2 8(]5] -
—grad [divA — | =—pd
gra [ ivA+ep Bt m

9% -
a2

A



Eichung — Eichtransformation

— Eichtransformation: ¢ und A kénnen so transformiert werden, dass £ und B
unverandert bleiben

B=rotA=A>|A’=A+gradA| > B'=B

— div A frei wihlbar:

divA’ =divA + divgrad A
N
beliebiges Skalarfeld,
da A beliebiges Skalarfeld!

— Fiir das elektrische Feld erhalt man:

!

. 9A oA AA
E' = —grad ¢’ — = —grad¢’ - — - grad —
grad ¢ ot grad ¢ ot gra ot

A\ OA | - oA

= —grad (¢’ —)7—£E:7 d¢ - —

gra (¢ B TAT grad ¢ = 0

oA
adiiiarn




Lorenz Eichung - Strahlungseichung (Coulomb-E.)

— Die Lorenz Eichung divA + E“?Tf =0 | vereinfacht die Gleichungen wesentlich:
9 ..~  pv 02 PV
A+ —divA = -—— Ap—ep—s¢p=——
- ¢+8t v e ¢ €M8t2¢ €
- 2A L 8¢ - N 82 -
AA -cp 92 —grad [leA+€pa:| =—uJ - AA—E/J,EA=—,LLJ

— Damit sind die pDGLen fiir die Potentiale entkoppelt!

— Strahlungseichung (Coulomb-Eichung)

— Wenn die Lésung nur fern von Ladungen interessiert kann ¢ = 0 im Losungsgebiet
angenommen werden. Somit:
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Ausgangspunkt

— Entkoppelte Gleichungen fiir Felder und Potentiale in Lorenzeichung:

9?2 aJ
AE - ep2E=grad2¥ Ap-ep—sp=——
Mg TR Ty B 5“3t2¢
n 02 . - - 92 - R
AeruﬁHzfrotJ AA*E#@A:*MJ

— Fir py =0 und Jj=0 (— keine Quellen im Lésungsgebiet) besteht immer die
gleiche formale Struktur:

a? 9?2
(A- Euﬁ)\l/ =ov=0;0=A- E“ﬁ Wellenoperator, D'Alembert-O., Quabla

— U =U(7,t): Eine Komponente von E, B, D, H, A oder ¢ (Potentiale in
Lorenz-Eichung)
— Im Vakuum: ep =eopp = C%; po =47 x 107" Hm™! (rel. Fehler ~ 2 x10710)

Vakuum-Lichtgeschwindigkeit: ‘ ¢ =299792458 ms™! ‘ ~3x 108 ms™!

— Sonst: ep = 2, ve Lichtgeschwindigkeit im Medium

1 1

c c
= = = —; n = /erpur Brechungsindex
e \/EOMO~/Er My W/ Erir Il,

>ve =



Homogene Wellengleichung - Ebene Wellen

— Wir betrachten im Folgenden die Homogene Wellengleichung

1 92
A\I/(f,t)fv—Qﬁ\I}(f,t):O oW (%,t) =0
(&

— Wir suchen und analysieren Lésungen der Wellengleichung
— Zunachst: Losungen die sich nur in einer Dimension ausbreiten — Ebene Wellen
— Ansatz:

U(E,t) = U(wt+k-F); o(F,t) =wt+k-F  Phasenfunktion
— Einsetzen in die homogene Wellengleichung:

0%V 9% ,0%T

992’ Ot2 - 0p?

= k2_w72 827\11:0
v2 ) 0p?

bt

AV = k2. : Wellenvektor; k: Wellenzahl

2
w w n-w
=>k?=" 5 kig=ki=+—=4—"; oBdA:w2>0
v2 Ve c



Homogene Wellengleichung - Ebene Wellen (.. .)

— Fiir jeden Wert des Parameters w (Kreisfrequenz) gibt es zwei mogliche Werte fiir
die Wellenzahl k = |k|. Die allgemeine Lésung (zum gew3ahlten Ansatz) der
homogenen Wellengleichung ist somit

= — == —8
vek ve

\Il(f,t):Z(\II+(wt+1§-f)+\I/,(wtff<~f));E:k% wk_w,

— Betrachtung der Phasenfunktion @ (,t) = wt + k- ¥

— Offenbar: ¢(%,t) = const = ¥ = const — ,Flichen gleicher Phase = Flachen
gleicher Werte"

— Momentaufnahme zum Zeitpunkt t = tg:

p+(T,t0) = wto ilz~fa<pi:const<:>lz-f:const

— Bedeutung von k- ¥: |k| mal Projektion von ¥ auf k

— Orte mit kT = const - Ebenen Lk

— Orte, die zu einem Zeitpunkt t = tg gleighe Werte ¥
haben, liegen auf Ebenen senkrecht zu k

— — ebene Wellenfront — ebene Wellen



Homogene Wellengleichung - Ebene Wellen (.. .)

— Betrachte t1 > tg mit gleichem Wert fiir U:

— Dies sind Orte wiederkehrender Phase:

- | -
gpozwt0+k-?0£wt1lk~f1
k-7

:il;-flztpofwtlgf(-flzkrln mitrlH: "

¥»o w ©®o w
:>j:I‘1” =?—Et1=>r1” =i?¥it1

A 4

— Ldsungen (wt+f<-f): Wellenfront bewegt sich in Richting —k
— Ldsungen (wt—f(-f): Wellenfront bewegt sich in Richting +k
— Fiir die weitere Analyse: (wt—k-T): Wellenfront bewegt sich in Richting +k

— Phasengeschwindigkeit: | vp = dry e hier
“ . P~- ;. — 1|~ Ve
dt k
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Ausgangspunkt

82
— Homogene Wellengleichung oW = (A - auﬁ) v=0

— W: eine Komponente der Felder bzw. Vektorpotentials oder das Skalarpotential

2¢ _ g

— Lorenzeichung: div A + S

— Ebene Wellen sind Lésungen der Gleichung — betrachte nur die hinlaufende

Lésung fir einen Wert von w

U(F,t) = U(p_(F,t) = U(wt - k- T)

— Wir wahlen nun eine spezielle Phasenfunktion ¢, so dass W einer Funktion mit

harmonischer Zeitabhangigkeit entspricht:

2(177 t) _ gOej(m—f{.f)

3 \P(th) =Ne {g(fvt)}



Wellenlange und Frequenz harm. ebener Wellen

W(F, 1) = W 0D (5, t) = Re {5, t) }

— Fester Zeitpunkt: Flachen gleicher Werte (= gleicher Phase) haben einen Abstand

AF-k = 27n nez
2w .
An=1: ArH ck =21 A Ar = . =A| Wellenlinge
2
k=""-2 /‘vp:i-)\ =ve = ¢
A Vp 2w £=€0
w=po
— Fester Ort: Flachen gleicher Werte wiederholen sich nach einer Zeit
Atw = 27n nez
n=1: At=T=2r/u =1/t f: Frequenz
w: Kreisfrequenz
T : Periode



Losung fiir die Felder E und B

— Ausgangspunkt: Ebene Welle mit harmonischer Zeitabhangigkeit (Kreisfrequenz
w), die in positiver k-Richtung propagiert (,,-“-L6sung)

— Wir nehmen zunichst an, dass E und B unterschiedliche Kreisfrequenzen und
Wellenvektoren haben kénnten:

B Eoej(ut—fof) B- Boej(w'c-lz’.f)

— unterschiedliche Frequenzen und Wellenvektoren w,w’, k, k'
— Einsetzen in Maxwell-Gleichungen:

= 0B - . Lo
rotE = —a—; = —jw'B andererseits rot E = —j (k x E)

=_j (1*{ % Eo) ei(wt=kr) L _jwlﬁoej(w't—lz'»f)

— Soll fur alle t und alle T gelten:

(oo
I
=
X
|

I 7 W T
e R & - S S
x By =wB, }70 w

e
€~



Losung fiir die Felder E und B (...)

I . . . .
— B=—kxE— E und B in Phase und B steht senkrecht auf der von k und E

w
aufgespannten Ebene: - o
Byl (kxEq)

— Weiter mit Coulomb-GauB-Gesetz (py = 0) und magnetischer Flusserhaltung:

divE=0 = k-

est
o
I
(e
»

divB=0 = k-

|0
o
I
=
»

— Ampérsches Durchflutungsgesetz (j =0)

— Offenbar bilden E, B und k ein orthogonales Rechtssystem



Ebene-Welle — TEM-Welle

— Fiir harmonische ebene Wellen bilden E, B und k ein orthogonales Rechtssystem
E

= Transversal Elektromagnetische Wellen (TEM-Welle)
k
B

— Zusammenhang zwischen B, E und k konkret: oBdA wahlen wir: k = k €,

=E= (onéx + EOyéY) ej(wt—kz) ; EOx? E y € C
B= (EOxéX + Eoyéy) @tk B By eC
- Mit rotE = 7%—]3 und
E=%Re{E} = |E), [6x cos (wt — kz + ¢x) + [Ey, [&y cos (wt — kz + ¢y ) (B analog)
- 1. = 1
B(f,t) = —kxE=—8
w

— G xE=—8,xE=— (-Eoyéx + Egxéy)
Vp Vp Vp




Ebene-Welle — TEM-Welle

W_@hizer

Vp = — = — . 1 ¢ ¢
kI =iy =
e Irér N
E = Amplitude des elektrischen Feldes po = magnetische Permittivitdt des Va-
B = Amplitude der Magnetflussdichte kuums = 47 x 10~7 Hm~=!

Ve = P.hasengeschwir.ldigll(eilt . g0 = elektrische Permeabilitdt des
ve = Lichtgeschwindigkeit im Medium Vakuums
¢ = Vakuum Lichtgeschwindigkeit = 1/50c2 » 8.85 x 10712 As/(Vm)
=299792458 ms ! ro '
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Ausgangspunkt
— Wir betrachten monochromatische ebene Wellen, die in +z-Richtung propagieren

. ) L1 ) )
E= (onéx +Eoyéy) of (wt—kz) B=— (_EOyéx ‘*’onéy) of (wt—k2) vp = hier ve

Vp

1€

— Hierbei sind:

By, = Egyl- e/#x komplexe Komponente in x-Richtung bei t =0,z =0
Ey, = [Egy |- & (#x+9) dito fiir y-Komponente
E(%,t) = Re {E(F,t)} = Exéx + Ey&, Physikalische Lésung
Ex = [Eg, | cos(wt —kz + ¢x)
Ey = |Eqy |cos(wt —kz + @x + )
px : gemeinsamer Phasenwinkel — relativ unwichtig
6 : relative Phase — Fallunterscheidung

— Fallunterscheidung in drei Spezialfélle (sowie: & und [Eq. |, [Ey, | beliebig):

- 0=0,+m,+2m,... .
- 5::‘:%7:‘:377\'7"' 5 |E0x|=‘EOy|:E
- 6= igri%v"' > |E0x| * ‘E0y|



1. Fall: Lineare Polarisation

— Wir betrachten: §=z-7, z€Z — §=0,+m, +271,...
— Fir den Cosinus gilt die Beziehung
cos(+6) =+cosa ; +:0,+2m, +4m, ...

— 2T, 37, ...
— Hiermit ergibt sich fiir das elektrische Feld

= E = ([Egy[éx = [Eqy [éy) cos(wt —kz + ¢x)
[ —

fester Vektor, orts- und
zeitunabhangig

B - 8p cos(wt — kz + ¢y ) — linear Polarisiert

E| = AV [Eo.l? + |E0y‘2

B

— Polarisationswinkel

y Allgemeinen Lésung: Uberlagerung zweier linear
|E0y‘ polarisierter Beitrage in x- bzw. y-Richtung.

i tana = i|E | = Jede beliebige Polarisation ist darstellbar als
7 =0x Uberlagerung zweier zueinander senkrechter

X linearer Polarisationen!



2. Fall: Zirkulare Polarisation

- Wir betrachten: § = (2m+1)%, meZ, 6=+%,+3% .. ; [Eoxl=|Eoy|=E
— Fir den Cosinus gilt die Beziehung
. ™ ™
cos(a+d) =Fsina ; +: - +m(27) —: +5 +m(27), meZ
— Hiermit ergibt sich fiir das elektrische Feld
E = B(cos(wt — kz + ¢x )8x F sin(wt — kz + ¢x )8y)
— Fiir festes z oder t: Kreis mit Radius B — Zirkulare Polarisation

— Uberlagerung zweier links
und rechts umlaufenden

y
P . zirkular polarisierter Wellen
) E (unterschiedlicher
X Amplitude) ergibt wieder
eine beliebig polarisierte
rechts-zirkular links-zirkular Welle.

— gleiche Amplitude — linear
polarisiert



3. Fall: Elliptische Polarisation

— Wir betrachten: §= (2m+1)7, meZ, &= i%,i%’,... ;i |Eox| # |Eoy|

— Analog zur zirkularen Polarisation folgt fiir das elektrische Feld

Ex = |Eox|cos(wt — kr + )
Ey = F|Egy|sin(wt — kr + ¢x)

2 2

E E

=>[ x ] +| —2| =1 Ellipse, Halbachsen [Eox|, |Eoy]|
[Eoy| [Eqy |

— Elliptisch polarisierte Wellen (rechts und links umlaufend)
y

Eo .
[Eoy| &




4. Fall: keine Einschrankungen

— Keine Einschrankungen fiir 6 und [Eox| bzw. [Eqy|
— Analog zur zirkularen Polarisation folgt ohne weitere Herleitung:

— Ebenfalls elliptisch polarisiert
— aber die Halbachsen sind gegen das x-y-System gedreht

— Eine beliebige Polarisation lasst sich zusammensetzen aus

— 2 linear polarisierte Wellen, zueinander 1
— 2 zirkular polarisierte Wellen, entgegenlaufend



Visualisierung

Language: o )
EMANIM Phanomen Ansicht Farben

Hite

Wieteriange: Wotleriange:

4 4
umgekente || phasenverschiobung:

Richtung 50

2 Welle 1+ Welle 2

Lange

Far Wl 1 Far well 2
Extnitionskoefizent || Exinicionskoefizint:
000 000

Brochungsindex: | Brechungsindorx:

glich wie Vel 1

Kurven ausblenden:  Animatonsrat:
Komponenten S
Operiagorung

Szilagyi, Andras (2019): ,EMANIM: Interactive visualization of electromagnetic waves".
Web application available at URL https://emanim.szialab.org
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Ausgangspunkt

— Wir suchen Lésungen der homogenen Wellengleichung
82

OU(E,t) = [A-ep— | U (5t

) = (8- en s )W

— Lésungen, die sich nur in einer Richtung (aber hin- und riicklaufend) ausbreiten,
haben die allgemeine Form

=
g
g
_

1€
q
=

T(E,t) = > (Uo(wt+k-T) + T_(wt -k-F)) ; vp =

w

— Eine alternative Schreibweise betrachtet die Uberlagerung fiir verschiedene
Wellenvektoren k = k €, = w. /e €x

W(T,t) = f [A+(k)W+(wt+E-f)+A_(k)\I/_(wt—lz-?)]dk polychromatische Welle
0

— oBdA: k = k&, — kT = kz — Ausbreitung entlang z-Richtung



Dispersion

— In der Regel sind die Materialparameter frequenzabhangig:

€ =eoer = €oer(w) W= pofie = popr (W)
— Somit haben Teilwellen unterschiedliche Phasengeschwindigkeiten:

1 1 1 C
VER e e (@ (@) n(w)

Vp(w) =ve(w) =

— Dies tritt insbesondere bei \Wellenpaketen in Erscheinung

TECHNISCHE TET: Elektromagnetische Wellen V - Wellenpakete
UNIVERSITAT Theoretische Elektrotechnik und EMV / H.G. Krauth3user Folie 3 von 10
DRESDEN Lizenzz CCBY 3.0 DE  @® P



Wellenpaket

— Unter einem Wellenpaket mit harmonischer Zeitabhangigkeit, das in +z-Richtung
propagiert, versteht man eine Uberlagerung der Form

W(T,t) = fA(k)eiw-kZ)dk, mit A(-k) = A* (k)
— Haufiger Spezialfall: A(k) = A(k) reelwertig mit A(-k) = A(k)
— Hierbei soll A(k) zun&chst konzentriert sein um k = ko:

Ak) A(K) < A(ko) fiir
! |k - k0| > Ak()

°
k

ko




Taylor-Entwicklung von w(k)

— Da die Wichtungsfunktion A(k) um k = ko konzentriert ist, bietet sich eine
Taylorentwicklung von w(k) um ko an:

w(k):w(k0)+ % . (k—k0)+...

dw
= w(ko) +vg(k —ko) —|vg =

—— dk ko
=wo

Gruppengeschwindigkeit

— Verlauf von w(k) (Dispersionsrelation) mit und ohne Dispersion
w(k) w(k)




TET-Einfiihrung — Beitrage zum komplexen ¢

dipolar T @
|

molekular S

atomar

I I | 1 1 | I I | I I | I

103 10° 10° 1012 1010
]JMikroweIIeL’ infrarot WIS fUVL|

Frequenz in Hz

Quelle: Prof. Kenneth A. Mauritz, derivative work: Cepheiden,
Attribution, via Wikimedia Commons

Grundsatzlich verschiedenes
Verhalten bei vorhandenen
oder nicht vorhandenen
Riickstellkraften

dipolar: Polare Molekiile
(z.B. Wasser) orientieren sich
im Feld, keine Riickstellkraft
(nur thermische Bewegung)
— Debye-Relaxation

molekular, atomar:
Riickstellkrafte vorhanden —
harmonischer Oszillator

Dielektrische Spektroskopie
— Aufklarung der
Mechanismen



Taylor-Entwicklung fiir das Wellenpaket

— Taylor-Entwicklung in e-Funktion einsetzen:

=q
—
ol (@t—k2) o (i(wot-koz) Gi(k — ko) (vgt—z)

— Damit folgt fiir das Wellenpaket:

f A(ko +q) 90Vt g . o (Wot-koz)

U(T,t) =
oo T —
A(k)
H(vgt-z)
~ H(vgt-z) - el(wot-ko2)
—
—_—
Einhiillende ebe:}e:b\{)Velle,
propagiert mit vg k:kg

in Richtung z



Trager und Form des Wellenpakets




Dispersion eines Wellenpakets

— Wir hatten die Dispersionsrelation w(k) um wgp nach Taylor bis zur ersten Ordnung
entwickelt (linearisiert) und so das Wellenpaket mit Einhiillender und Trager
erhalten.

— Aus der Herleitung klar: nur sinnvoll, wenn A(k) um ko konzentriert ist.

— Bei breitbandiger Uberlagerung: Das Wellenpaket enthilt viele Frequenzanteile, die
in der Regel alle mit unterschiedlicher Phasengeschwindigkeit v (w) propagieren.

— Hierdurch verandert sich die Form der Einhiillenden. Auch dies wird haufig
Dispersion genannt.

— Dieses ZerflieBen eines Wellenpakets (Signals) ist eine wichtige Begrenzung beim
technischen Einsatz (z.B. Signaliibertragung liber lange Distanzen in
Glasfaser-Kabeln)



Dispersion eines Wellenpakets (Beispiel)

Amplitude / a.u.

1.00
0.751 0.76
(S
~ 0.751
0.50 - =
0.25 1 0.74 . .
2 4
f/Hz | 1e9
0.00 ]
~0.25 1 o
5
—0.50 4 0ns 50ns g 0.5
<
~0.75 0.0 : v
2 4
~1.00 | | } [ f/Hz| led
-5 0 10 15 20 25

Distance / m

30
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Ausgangspunkt

— Die bisher betrachteten ebenen Wellen sind eine sehr wichtige Klasse der Lésungen
der homogenen Wellengleichung

oW (%, t) = (A - sua—) V(T t) =

2

ot2

(A Lo )\I/(f,t):o

V2 ot2

— Eine andere ebenso wichtige Klasse von Lésungen sind die Kugelwellen.

— Diese werden genutzt (angesetzt), wenn eine kugelsymmetrische Losung dem
Problem besser angepasst erscheint.

— Der Ansatz ist dann:

— Fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (r, p, ) gilt dann:

1 o (. 1o}
)+ 12 sin 9 99 (5111196719)\1/-;-

1 2
w19,
r Or?
192
AV =-2_ w
r Or? )

(7, t) £ U(r,t)

mit r = [f|

1 92
r2sin? 9 9 p2

allgemein

W(F,t) = U(r, t)



Einsetzen in die Wellengleichung

— Laplace Operator den fiir kugelsymmetrischen Fall

1 82 Dl
AV = (r\I/) fur W(T,t) = U(r,t)

— Einsetzen in die Wellengleichung ergibt:

A¥(r,t) - 2 En 2lIl(r t)=0
92 02
7ﬁ(r\ll(r,t)) 2 En 5 Y(,t)=0
(22 L2y <0
ar2  v2 ot2 e

— Die Funktion rW(r, t) ist somit Lésung der homogenen eindimensionalen
Wellengleichung! — Bekannt aus Block Ebene Wellen.



Kugelwellen

— Offenbar kann r¥(r,t) dann als Uberlagerung der Funktionen W, und W_
geschrieben werden:

r0(r,t) = Uy (wt + kr) + U_(wt — kr) mit w=kvp (w>0)

AW (r,t) = % (V4 (wt +kr) + U_(wt —kr))

W, (wt + kr) einlaufende Welle
W_(wt — kr) auslaufende Welle

— Wir haben damit eine neue Klasse von Ldsungen gefunden. Die Eigenschaften
sind:
1. Phase: . = wt +kr — nur abhingig von r = [f| = Die Phasenflachen sind
Kugelflachen

1
2. Amplitude: o —
r

1 .
3. Fiir harmonische Zeitabhangigkeit: ¥, = 7Aie](‘*’tikr) A Kugelwellen im
r
engeren Sinne
4. Phasengeschwindigkeit: v = ?% = ?E =ve

n
5. Abstand von Fléchen gleicher Phase (Wellenlange): kX = 2



Kugelwellen — Visualisierung

Sperical Wave: f=1 GHz, v, =c, Time: 0.00 ns

a \
‘\
84 A .
.
. “
6.3 ‘\
42 2 .
- 21 x A \
! 00
-21 \
—42 -2 [fem==
-63 e
)y
s
-84 - /
/
/

-1.00 -0.75 -050 -025 uuc 0.25 0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0
r/m

Ebene durch Ursprung Amplitude entlang Radialrichtung

Amplitude / a.u

— Divergenz bei r = 0 ausgeblendet Einhiillende o< 1/r
— Phasenflachen = Kugelschalen — hier: vp =c—> 1ns=~33cm

— hier: nur auslaufende Lésung — Bisher nur eine GréBe; z.B. nur E-Feld
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Betrachtung der Felder

— Formal haben Lésungen der homogenen Wellengleichung fiir elektrisches Feld und
magnetische Flussdichte die gleiche Form.

— Aber natirlich sind die GréBen weiterhin iber die Maxwell-Gleichungen
miteinander verkoppelt

— Essind Eund B gegeben durch
= = 1 j(wt—kr) S = 1 j(wt—kr)
E(I‘,t) =E076'] und E(I‘,t) ZE()f‘3J
r r
— Dann folgt wegen divE = 0 und divB = 0 z.B. fiir das elektrische Feld:

. 190 o1
divE = — — (rQEofeJ(‘*’t’kr)) -8 — Was passiert mit den anderen Summanden?
T r

1.
=(Ey &) r—QeJ(m_kr) (1 - jkr) 0 fiir alle k und r

= und analog = beide transversal!



Betrachtung der Felder (...)

— Wir nutzen das Induktionsgesetz
.9 el
rotE = —aB bzw. - jk (er X E) = —jwB

— Hiermit folgt unmittelbar, dass es sich (lokal) wieder um eine TEM-Welle handelt:

B
L (Bxa) qﬁ—nz
B

— Fir viele Anwendungen wichtig ist der Wellenwiderstand:

E E
Z= =0 _ K=o _ UVp = Ve = \/E hier: reel; allgemein: komplex
HO BO €

— Wellenwiderstand des Vakuums: | Zg = 4 /@ =poc~120mQ ~377Q
€0




TE und TM-Wellen

— Ebene Wellen, Kugelwellen: TEM-Wellen — Aber das ist nicht immer so!

— Betrachten nun: Uberlagerung zweier ebener Wellen gleicher Frequenz, Amplitude
und Phasenlage, die sich in unterschiedlicher Richtung ausbreiten.

- B, = Eyel@t k1T - B g6l (@t-K17) ynd

|

1 X

o
Z
=8

1 N P\ s
. ik - t
lz—v (ekleOeJ 1r)eJ‘*’, Ve =Vp
(&

AN
E’;.
|
|t
[V
Il
€ i g =

ej(wt—Rg-F) _ Eoéxe‘j(Wt_EZ'f) und
N ~ = 1 - o\
7 N — - — (&8 —jko-
/_/ N B2 XE2 B Ve (6k2 XEOe e r)eJWt
@/a S oo = Ky = —ky@y +ks@, und kg = ky@y + kusy Ve = vp
xTha: R ~% — Uberlagerung der beiden Wellen:
\\\ ,’/ E= 2E, cos(kyy)éxej(Wt_k”Z)
y ppe . 2E .
5, A B = 2 (k, cos(ly )y +Jky sin(kyy)e,) el
NN c
ko

— TE-Welle, Propagation in z-Richtung (H-Wellen)
analog: TM-Wellen (E-Welle)



TE und TM-Wellen — Phasengeschwindigkeit

— Phasengeschwindigkeit: v, = ki; k, weil Ausbreitung in z-Richtung
Z

2
T . w w w

— Fiur die einzelnen Wellen gilt ve = — = ——— =k, = — _kg
k?, +k§ c

— Hiermit folgt fiir die Phasengeschwindigkeit:

w w
T
z w? 2
Vg Y
w Ve

= > Ve
2,2 2,2
i\/l— kyve \/1_ kyve
Ve w? w?

— Die Phasengeschwindigkeit ist hier also mindestens so groB wie die
Ausbreitungsgeschwindigkeit im Medium

— Im Vakuum kann die Phasengeschwindigkeit somit grofer als die
Lichtgeschwindigkeit sein!

— Mehr zu TE- und TM-Wellen — Hohlleiter
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Ausgangspunkt

— Wir suchen die allgemeine Losung W(T,t) der homogenen Wellengleichung mit
Anfangswerten Wo(T) und ¥o(T):

00 = (A-en o Vw0 = (a- L 22 ) w@ e <0
i Ko T v2 912 s

W (%t =0) = ¥o(F) vorgegeben
OV (T,t)

= Uy (%) vorgegeben
ot o(¥) vorgeg

t=0

— Diese allgemeine Lésung lasst sich durch Fourier-Transformation der partiellen
Differentialgleichung finden.



Fourier-Transformation

Es sei f : R® — R™ eine integrierbare Funktion (f € L(R™)). Dann ist die
Fourier-TransformierteF von f definiert durch

FDE) =I5) = [ (eI ax
Die Riicktransformation F~! ist dann

£(%) = (FHFHFN)E) = [ i@esany

(2 ”

— Produkt der Faktoren bei Hin- und Riicktransformation muss ﬁ ergeben und
die Vorzeichen der Exponentialfunktionen sind unterschiedlich!

— Konvention: Fiir das Paar t <> w wird das jeweils entgegengesetzte Vorzeichen in
der Exponentialfunktion verwendet.

— Wichtige Regeln: Faltungssatz, Verschiebungssatz, Darstellung der §-Funktion



Zuruck zur allgemeinen Losung

— Wir suchen die allgemeine Losung W(T,t) der homogenen Wellengleichung mit
Anfangswerten Wo(¥) und ¥o(T):

00 = (A-en 2o Vw0 = (a- L 22 ) w@ e <o
It)=|A-ep—7s Lt)=|A-—=— T, t) =
T vZ 02
W (%, t=0) = ¥o(F) vorgegeben
(T .
M =W (T) vorgegeben
ot o

— Die Fourier-Transformierte der noch unbekannten Lésung sei ¥ (k,w)

— Hiermit schreiben wir W (¥,t) als Uberlagerung ebener Wellen mit beliebigen
Wellenvektoren k und Kreisfrequenzen w

- 1 Rl Iy i(k-f—wt
W (%,t) = @ Jﬂlf [w B (k, w)el )dwd®k

— Achtung: Wegen der Uberlagerung zu beliebigen Ausbreitungsrichtungen ist die
Lésung im allgemeinen keine ebene Welle.



Einsetzen in die Wellengleichung

— Die Schreibweise als 4-dimensionale Fouriertransformierte erlaubt es, die
Ableitungen explizit auszufiihren:

- - 2 .
Ao EF-wt) _ g2 i(fiwt) g 07 i(ki-wt) _ _ 2 i(ki-wt)
o2
— Die homogene Wellengleichung schreibt sich damit in der Form

1 o 2 w?) o o j(kT-wt) 3,
WUJ f_w (71( +g)\l'(k,w)o dwd®k = 0
R

— Dies kann aber allgemein nur erfiillt werden, wenn gilt

w2 o) s
(V—Q—k )\I/(k,w):O

c

— Durch den Ubergang zur Fourier-Transformierten erhalten wir eine zur homogenen
Wellengleichung aquivalente algebraische Gleichung!
— Offenbar ist die bereits vorher gefundene Beziehung



Darstellung als 3D-Fourier-Transformierte

— Den bisher eingeschlagenen Weg kénnte man problemlos weitergehen und wiirde
eine allgemeine Lésung der Wellengleichung zu den Anfangswerten finden.

— Um eine bestimmte Formulierung zu finden variieren wir den Ansatz auf der Basis
der gewonnenen Erkenntnis w = +vck.

— Da w und k voneinander abhangig sind, reicht auch eine
3D-Fourier-Transformierte:

(k,t) = \I/(f,t)e’jlzid?’r Hintransformation
{{‘[f
1 T
U(F,t) = —— U (k,t)el*"d%k Riicktransformati
(%, 1) @)’ {JJ (k,t)e ticktransformation

— Transformation der Anfangswerte:

o(k) = JIJ ‘Ifo(f)efjﬁ'der und \ilo(f() = JI[ ‘i’o(f)e’jf‘fd?’r
R3 R3



Einsetzen in homogene Wellengleichung

— Einsetzen in die homogene Wellengleichung ergibt:
- Y Jk T 13
(27r)3 jﬂ( = atz)\ll(k t)el®Td3k = 0

— Dies fiihrt auf ein einfaches Anfangswertproblem fiir ¥ (k, t):

(%5—;+k2)\y(kt) 0, B(K,0) = To(k), W(E0)=bo(E)

Allgemeine Lésung: ‘ U(k,t) = A(k) cos(kvet) + B(k) sin(kvet)
— Konstanten: ¥(k,0) =| ¥o(k) = A(k)

D (k,1)],_, = kveB(K) = Uo (k) > B(R):‘I’I{OT(I‘)




Einsetzen in die Ricktransformation

— Einsetzen in die Riicktransformation ergibt die allgemeine Losung der homogenen
Wellengleichung mit Anfangswerten:

k 43k mit

Y0 oy IS [0 costovc) + oy 2202 |

Uo (k) = jff \Ilo(f)e*jf(.r»dsr und \1’0(12) _ fjj \I‘Io(f)efjf(id3r
R3 R3

— Diese allgemeine Lésung kan noch etwas umgeschrieben werden, um Eigenschaften
leichter ablesen zu kdnnen.

~ Offenbar gilt: cos(kvet) = 2 (M)

kve
— AuBerdem kénnen wir R(t) = v.t interpretieren als den \Weg, den eine einzelne
Wellenfront seit t = 0 zurlickgelegt hat. Es kan ersetzt werden: v = @

— Weiterhin rechnet man leicht aus (Kg: Kugel mit Radius R):

2T
sinkR 1 Sl 1 o
s = Sﬁﬁ kT 2y = T R? sin 9dvdep
kR 47R?2 47R2
O(KR) 00




Kirchhoffsche Losung

— Einsetzen der Beziehungen vereinfacht den Ausdruck und liefert die Kirchhoffsche
Losung der homogenen Wellengleichung mit Anfangswerten:

W(§,t) = % 47:R2 O(@ {(%)3 Hf Fo (k) G+ )dsk} FEN

! ! P+’
mo({i) {(27r)3 {Jf B (k)eIF )dgk}(ﬁ !

— Der finale Ausdruck fiir die Kirchhoffsche Lésung ist somit

0 t

TEY =5 47R2(t)

=, 2I\q32.7 t T =, 2/\q2./
Wo(T+1)d"r" |+ m @ Wo(T+1")d“r
O(KR(t))

O(KRg(r))




Interpretation - Huygens-Fresnelsches Prinzip

Kirchhoffsche-Lésung:

0 t

Y= 50| R

@ o (i + 1 )d%

O(KR(t))

T Pl IR Huygens-Fresnelsches Prinzip
’ ;R =wvet \

Jeder Punkt einer Wellenfront ist Ausgangspunkt einer
neuen Welle, der so genannten Elementarwelle.

Die Elementarwelle hat die gleiche Frequenz und
Ausbreitungsgeschwindigkeit wie die Primarwelle.

Die neue Wellenfront ergibt sich durch phasenrichtige
Addition — Superposition — samtlicher Elementarwellen.
Im dreidimensionalen Raum breiten sich die
Elementarwellen kugelformig aus.

Analyse riicklaufenden Elementarwelle: David A. B. Miller, ,Huygens's wave

@5 o (i + 1)

t
47R2(t
R o500

propagation principle corrected”, Optics Letters 16(18), 1370, 1991.
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Energiedichte

— Wir betrachten ebene Wellen

E(F,t) = Bgd @D B(r,t) = Byel (kD

- 1, - - 1 - 1 w
mit BO:;(kxEO)/’*@OF:V?@OF = =X =y,
c

Ve
Ver  k
Beliebig veranderliche Felder - Energieerhaltung: Komplexen Poyntingschen Satz
bei harmonischer Zeitabhangigkeit.
— Energiedichte (Mittelwerte iiber eine Periodendauer):

—

(Wem (£, £)) = (we (£, £)) + (Wi (£, £)) = -%e {H, - B]

\M

0 Do}

W~

— Elektrischer Anteil von (Wem): (we) = li)’se {Eo - D*} = is\EO\Q

= x

— Magnetischer Anteil von (Wem): (Wm) = 79% Byt = llB 2= lEE 2
=0 4 p!=0 4 0

Elektrischer und magnetischer Anteil der Welle enthalten gleiche Engieanteile. Die
gesamte Energiedichte ist

R 1 .-
(e (£, 1)) = GelBol = 5 2By




Energieflussdichte - Poyntingscher Vektor

— Energieflussdichte, Poynting-Vektor (Mittelwerte iiber eine Periodendauer):

111

= 1 - ok
<s<r,t)>f5%{&@0}—5;7%@ x (kx B}
1 - ok o - 1 1 vV
= —Ne k‘EOF_EO(EO'k) va:Vc:g: A~V
2wt k e w k
1 - k 11 -
:5\/7‘ o|2 \/7‘ ol*éx = Vp (Wem)§k=§i\ﬂo|2ék

=Ve= vg

— Energiefluss in Ausbreitungsrichtung der Welle.



Impulsdichte

— Beliebig veranderliche Felder - Impulserhaltung: Die elektromagnetische
Impulsdichte ist gegeben durch:

= 1
py" =euS = —2vp(wem) 8 = — (Wem) 6k
v2 Ve

— Im Rahmen der Speziellen Relativitatstheorie (SRT) wird folgende allgemeine
Energie-Impulsgleichung fir das Vakuum (v = ¢) gefunden

w? - 02p2 =m?c? ‘ ; ruhende Masse: W = mc?

— Fiir ein masseloses Teilchen ergibt sich genau die Beziehung der
elektromagnetischen (ebenen) Welle!

— A Welle-Teilchen-Dualismus -2 Photon - Photoelektrischer-Effekt =
Quantenmechanik (nicht SRT konform) - relativistische Quantenfeldtheorie,
Quantenelektrodynamik (QED)
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Ausgangspunkt

— Bisher hatten wir sowohl die Ladungstragerdichte py als auch die Stromdichte J
als identisch Null angenommen.

— Dies entspricht der Ausbreitung in isolierende Dielektrika (und ohne weitere
Quellen).

— Fir die Anwendung wichtig sind aber auch Wellenausbreitungen in leitfahigen
(verlustbehafteten) Medien

— In diesem Fall sind das elektrische Feld E und die (Leitungs-) Stromdichte J iiber
die elektrische Leitfahigkeit x miteinander verkniipft (lokales Ohmsches Gesetz,
vgl.: Elektrisches Strémungsfeld):

— Nimmt man weiterhin neutrale — py = 0 — sowie homogene, isotrope und lineare
Medien an, so lauten die Maxwell-Gleichungen:

. 0B . - - o0E -
rotE = —-—— divE=0 rot B = uxE + pe— divB=0
ot ot
— Diese Gleichungen kénnen wieder wie {iblich (rotrot ... =graddiv...-A...)

entkoppelt werden.



Telegraphen-Gleichungen

— Die entkoppelten Maxwellgleichungen sind die Telegraphen-Gleichungen, die fiir
k — 0 in die Wellengleichungen iibergehen:

Aeen s 2 B [\:\ Hﬂ]é(f t)=0
Howe "Mt ’ PN o
0?2 1o} 0
A- = |B(#,t) = = |B@,t
[ e ;mat] (%,t) = [D rn ] (,t) =0

— Wie schon im Falle der Wellengleichung kénnen wir uns fiir die Analyse auf eine
Feldkomponente beschrinken, die wir ¥(%,t) nennen.

— Wir betrachten den Fall harmonischer Zeitabhangigkeit

d d
— U= jwl W= -u?T

U(r,t) = Re {U(F, 1)} W(T,t) = Yo ()" FTR A Ay

— Die Telegraphen-Gleichung lautet dann

‘ [A +w?ep —jwun] v(r,t)=0 ‘




Komplexe Permittivitat und Geschwindigkeit

— Die Telegraphen-Gleichung bei harmonischer Zeitabhangigkeit kann leicht in die
bekannte Form der Wellengleichung tiberfiihrt werden:

[A+w ep —jwps] ¥ (F, t)—[A+w ,u,( Jg)]g(it):(}
[A-%—wz,uourso (Er Ji)]g(f,t)zﬂ

[A+ w? r,ur:|\11(r t)—[Aer

oto [N
l_l
A
=y
o+
~
I
o

— Hierbei wurde die komplexe Permittivitat ¢ eingefiihrt:

ron .k je 5, K
E =& T&r ZET_J7:|§r|e ’ |£r|= &+ 2 92 w2 ; tang = —
w ggw £0ErwW

— Es ergibt sich auch die komplexe Ausbreitungsgeschwindigkeit v

1 1

vV = —m =

JEOE ol /R




Komplexer Wellenvektor und Brechungsindex

— Die Loésung der Telegraphen-Gleichung bei harmonischer Zeitabhangigkeit folgt
direkt aus der Losung der Wellengleichung:

W(F,t) = goej(wtfkf)

— Hierbei ist E der komplexe Wellenvektor, der sich aus der komplexen
Ausbreitungsgeschwindigkeit ergibt:

- w w w

k=—@8 =w\/enéx = —/Efir €k = —né

v, c c

— Hierbei wurde der komplexe Brechungsindex n eingefiihrt:

n=\/Epr =n' - jy mit

1 1 2 s
n=n- -+ = 1+( £ ) L0>n verallg. Brechungsindex
\ 2 2 EQErW

1 1 2 4
Y=n-A|—=+=\|1+ ( £ ) LN 0 Extinktionskoeffizient
\ 2 2 EQErW



Losung fir die Felder
— Setzt man die gefundene Lésung z.B. fur das elektrische Feld ein ergibt sich:
B@,t) = Byl (kD)
- Eoej(wt*%ﬂékf) - Eoej(wt*%(n'*h)ék-?)

C T a8t j(wt—2n 8 T) | K 8T j(wi—k & T)
Ege ¢ e Eje e

— Dies beschreibt eine gedampfte Welle in Richtung &, mit Eindringtiefe § = ¢/w~.
— Die Phasengeschwindigkeit lieBt man aus dem Wellenterm ab:

w . .
Vp=—=—< maximal fur Kk =0

c
k! /" n

— Fir die magnetische Flussdichte
B(F, 1) = Bel (kD

folgt analog zu den fritheren Herleitungen:

- -1 -
g xE=[B=~-(n"-jy)éx xE | TEM, nicht in Phase
C
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Ausgangspunkt

Einfalls-
richtung

Reflexions-
Einfalls- richtung

ebene ke
@

ni,Z1 By

)

’y
@)
€2, 2, K2
n2, Zo

Linear polarisierte ebene Welle am Ubergang zweier Medien (hom., isotrop, Iinear)

Or
by
¥,
€1, M1, K1 f‘
B, x
X
VIt
z %
ke

z Transmissions-
richtung

Wellenvektor der einfallenden Welle Ri und Normalenvektor der Grenzflache 1
spannen die Einfallsebene auf. OBdA: 11 = €,

Indizes: i - inzident, r - reflektiert, t - transmittiert

Zwei Falle: (1) 1— E}i L zur Einfallsebene (senkrechte Polarisation, ,horizontal")
(2) ||= E; in der Einfallsebene (parallele Polarisation, ,vertikal")

Zunichst unbekannt: (1) wj = wr = wt? (2) @r = ¢ =07 (3) V5 = V.7



Charakterisierung der Wellen

— Wir gehen von harmonischer Zeitabhangigkeit aus:

Ei (f7t) = Eoﬁej(witil‘q‘f) Bi(f7 t) = i (El X Ei(f",t))
wj

- O Lg . 1 - .

E,(1,t) = Eg, 7D B, (i,t) = — (ke x B, (7,1))
Wr

B (i4) 2 B ol (wit—KeT) AP S e

ft(rvt) _E(]te) Bt(rvt) = ; (kt XEt(rvt))

't

— Allgemeine Beziehung zwischen elektrischen und magnetischen Feldern bei ebenen

Wellen
— 1(‘)(") k( X-) 1 ( X~) \/_( x*)
w w Vp
Hflfg—l‘/ep(é XE)f\/j(é x]:])ffl (é XE)
E=4 E=] k XL kX 7 k XX



Kreisfrequenzen wj, w;, und wy

— Abschnitt ,Verhalten an Grenzflichen": Fiir Normalenvektor i von (i\ nach @;

i x (Eg - E1) =0 Tangentialkomponente von E stetig
n- (42 - ]31) = pR Normalkomponente von D unstetig
a x (QQ - H1) =Ja Tangentialkomponente von H unstetig
- (Bg - Bl) =0 Normalkomponente von B stetig

— Betrachte Tangentialkomponente von E. Fiir z = 0 muss gelten:

H x (EOth(th—Rt'f) _ (Eo_lej(wit—ﬁ;-f) +E0rcj<wrt—fcr-f>)) Lo

— Fiir beliebige Zeitpunkte t = 0 und ¥ = 0 kann dies nur erfiillt werden, wenn gilt

Wit = gwrt _ gwet — Keine Anderung der Frequenz!



Wellenvektoren f{r und f{t in Einfallsebene

— Im gewahlten Koordinatensystem gilt

ki = k; (sin¥iéx + cos¥;6,)
Ky = ke (cos pr sinVéx + sin gy sin 9,8y — cos V&)

ke = ke (cos gt sin 948x + sin g sin 98y + cos V4€y)
— Betrachte Punkt auf der Grenzflache (z = 0): T = xéx + yéy

Ri ‘T = kixsinﬁi
ky -t =kye (x cos pr sin ¥y + y sin ¢y sin ¥y )

ke -T=ke (x cos g sin ¥y + y sin g sin )

— Fiir t = 0 muss fiir x- und y-Komponente gelten (e7iki™ = ¢=ikr = g=ikeT):

x: kjsind; = ky cos pr sindy = kg cos g sindy y: 0 = kg sin gy sin ¥y = k¢ sin ¢, sin 9y,

— Aus der y-Komponente folgt fiir 9 # 0 und 9¢ # 0: (r und t in EFE)



Reflexions- und Brechungsgesetz

— Die Bedingung fiir die x-Komponente vereinfacht sich damit zu

ki sin ¥ = ky sindd; = k¢ sin ¢

Die Betrage der Wellenvektoren sind durch die Materialien bestimmt:

27 w w
ki=kr=—=— =wEi1ft1 = —/Er, fir; = —101 =k
Al Ve c
27 w w
ki = — = — =w\/eapa = —\/Eryfir, = —N2 = ko
A2 Ve, c

— Einsetzen in die obige Gleichung ergibt

1. Reflexionsgesetz: =1

2. Brechungsgesetz nach Snellius: ‘ ni sind1 = nosinds | mit Yo = Yy

— Frage nun: Wie stark ist Reflexion bzw. Transmission?



Reflexions- und Transmissionskoeffizienten

€1, M1 €2, 42
ny,7Z1 ng, Za
r(r R ﬁr -
E, \\ Bt 4
191/‘\ ,—\19'2 Tﬁ ,
’191\/ y ﬁt
B A"
@
I 1 Polarisation
ﬁx(Eg—El) =0
ii- (D2 - D1) = pr
ﬁx(agfﬁl):jA
i-(By-B1)=0

© o
€1, M1 €2, 42
ni,7Z1 ng, Za

& >aH E};/,

PN -kt
Er 191/ ® ”\’79'2 Hy >z
PAVE
E; \®/ ki i
Hi || Polarisation

Tangentialkomponente von E stetig
Normalkomponente von D unstetig
Tangentialkomponente von H unstetig

Normalkomponente von B stetig



Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (1)

@ .

e1, €2, iz — Betrachtung E (in y-Richtung)
ny, Zy ng, Zo i
. — k-Richtungen
kN e .
E: o N ) N R
" I —%t 8y, =sind¥1éx + cosv18,
/ \®,—\’79—2 2 = . = R
191&/ y H, €y, =sin¥18x —cos V18,
B a7 &, = sin¥aéy + cosVaé,
K ki |+—q t
i 1 Polarisation . - R R
H — Ortsvektor bei z = 0: T = x8& + y&y

— Stetigkeit der Tangentialkomponente von E

&, X (Eoiéyeﬂkixsm 91 +E0réye1erslnﬂl) =8, x EOtéyef‘]ktxsmﬂz :

—jk¢x sin ¥o
Eye

=2 —jkijxsin ¥y —jkrxsind1) _ _z
&x (B + Ege ) = —6x

— Fir x =0 folgt:



Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (1)

—> i

— Betrachtung H

— Oberflachenstromdichte Jo = 0 (vgl. Felddiffusion im

Halbraum)

1 Polarisation

— Auflésen des doppelten Kreuzproduktes (nutze: &, By = 0)

1 - - 1 -
A (o) B e = o [ (o)
1 Zo
L [— cosﬁll::)i + 005191I:Zr] = —i cos Vs By
Z1 Z2

1 1
— [cos 91Eq; — cos 191E0r] = — cos¥2Ey,
Zy Zs




Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (1)

— Zwei Beziehungen gefunden:

1 1
Ey +Eg, =Eyg,  und Z [cos 91Eq; — cos 191E0r] = Z—Z cosU2Eq,

Damit kénnen der Reflexions- und der Transmissionskoeffizient

E E
r = =0r t, = =9 bestimmt werden.
Eo; Eos

— Aus der ersten Gleichung ergibt sich

EOr E
Egi + B = Bop = 1+ 5™ =

=0i

— Aus der zweiten Gleichung ergibt sich

1 1
7 [cos191E0i - cosﬁlgm] = 7 cos¥2Eq, z‘ 7o cos 1 (1 —gl) =71 cosVat,
1 2




Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (1)

— Wir hatten
1+r, =t, und Z3cosv (1 —gl) =71 cosVat,

— Hieraus ergeben sich Reflexions- und Transmissionskoeffizient (Fresnelsche
Beziehungen) zu

79 cos ¥ — Z1 cos Vo

" 71 cosVg + Zo cosVq

275 cos 191
71 cos Vg + Zio cos 91

1+£L:£1=

— Wichtiger Spezialfall: Ubergang Luft-Metall
Luft: Z=71~377Q

MetaII:Z:ZQ:\/E: S L S— ST NN L MO { o)
£ Neofer-is) o



Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (||)

— Die Herleitung von Reflexions- und Transmissionskoeffizienten fiir parallele
Polarisation verlauft vollig analog und wird hier nicht wiederholt.
— Die Unterschiede in den Fresnelschen Beziehungen werden im direkten Vergleich

deutlich:
Zo cos¥1 — 71 cos Vo
r =
“ Zicosta + Zo cos 9
27 9
1or, o, = 2 cos

" 71 cosVg + Zo cosVq

71 cos 1 — Zo cos Yo

r
=l Zo cos Vg + 71 cos 91

é(1+£”): cos (1_£”)= 273 cos V1

71 cos Vo == Zo cos Vg + 71 cos9q

— Fiir den Ubergang Luft-Metall folgt hier (Unterschied folgt sofort aus der
Stetigkeitsbedingung fiir die Tangentialkomponente des E-Feldes — Selbstiibung):

==+l =0



Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (mit n)

— Mit Z =+/#/e und n = /e iy folgt Z = re/n, so dass fir die Reflexions- und
Transmissionskoeffizienten folgt

K1
ni cosq — 1y D2 CO8 o 2n; cosdq

ni cosdy + ﬁ—;ng cos Vo ni cosdy + ﬁ—;ng cos U2

—np cos Vg + ﬁ—;nz cos ¥ 2n7 cos ¥y

|
|+
|

o=
=l

nj cos Vs + %nz cos 1 ni cos Vs + Z—;nz cos V1

— Wichtiger Spezialfall: ;1) = /15, z.B. beide unmagnetisch

ni cos¥1 — ng cos ¥o 2n4 cos Y1

ni cosdq + ng cos vo ni cosdq + no cos vo

—n1 cos Y9 + ng cos 1 2n1 cos Y1

r, = ty =
=l np cos¥2 + ng cosy =l ni cos ¥ + no cos ¥y




Reflexions- und Transmissionskoeffizienten (¢, )

— Im Falle /11 = ;15 kénnen die Fresnelschen-Beziehungen mit Hilfe des
Brechungsgesetzes nj sin; = na sinv2 auch nur mit den Winkeln geschrieben
werden:

sin 9
cost - oo 19; cosV2  gin (9 - 91)

sindy " sin (91 + 99
cos¥1 + gl cos vy (91 +92)
¢ 2 cos 1 25in192 cos Y
L= = .
cosV + %cosﬁg sin (91 + ¥2)
_ 9o + 5111191 9
COS V2 n 0o COS V1 tan (191 — 192)
Tr =
I cos Vo + Smgl cos U1 " tan (Y1 +92)
2 cos 2sin 92 cos ¥y

ty = : = —
= cos Vo + :Ez; cos®; sin (Y1 +92)cos (V1 —I2)




Verschwinden der Reflexion — Brewster-Winkel

— Aus den Reflexionskoeffizienten kénnen die Bedingungen fiir das Verschwinden der
Reflexion abgelesen werden:

sin (192 - ’191) tan (’191 - 192)
r,=——~= ry=——H——%
L sin (91 +92) I tan (91 +92)

— Fall 1: ¥4 =92 — n1 = ng — optische gleiches Material

— Fall 2: Nur fiir parallele Polarisation ergibt sich eine weitere Méglichkeit

N tan (791 - 192)

e . .
ry=——">50flr|d1+92=—|=k Lk
I~ tan (91 +92) - ! 2 2 l

— Nach dem Brechungsgesetz von Snellius gilt in diesem Fall:

sin 191 sin 191 sin 191 n9g . . .
- = — = =|[tand; = — | Brewsterscher Polarisationswinkel
sinda  sin(7/2-191) costh ni

— Beliebig pol. Welle — Reflexion ist L polarisiert! — Polarisator



Totalreflexion

— Brechungsgesetz: nj sin; = na sin 2
— Ubergang zum optisch dichteren Medium: nj < ng = 91 > 92
— Ubergang zum optisch diinnerem Medium: nj > ng = 91 < Y2

— In diesem Fall wird bei VergréBerung von 91 irgendwann 92 = 7/2 erreicht.
— Es wird dann nichts mehr transmittiert — Totalreflexion
— Der Grenzwinkel der Totalreflexion ¥1q ist bestimmt durch

. na
sintig = —
ni

| 35.39

=
»
1l
—_
o

0°120
1

— Anwendung: Lichtwellenleiter (Glasfaser), Reflexionsprisma



Programme zur Berechnung

— SimPy — Physics — Optics Module (https://www.sympy.org)

— Java Applet der Universitat Barcelona:
http://www.ub.edu/javaoptics/docs_applets/Doc_PolarEn.html

Light polarization and Fresnel laws

Polarization [PIAIEUIE Conductors  Theory summary
tp: 133
rs:0.28 ts:1.28

Polarization

Fresnel coeficients

+4
+3
n: 1.54
To o 7150500 +2
n':11s
A Tooo0g | I
Incident Angle: 36.2 °
| | l 0 —
Refraction Angle: 52.3 °
Brewster Angle: 36.8 ° -
Critical angle: 48.3 ° 00 450 90°

About Exit



Totalreflexion — Feld im Medium 2

— Frage: Ist Medium 2 bei Totalreflexion (91 > ¥1¢) feldfrei?
— Grenzwinkel der Totalreflexion beim Ubergang in ein optisch diinneres Medium:

ng n ni . .
sintig = — = —sintig =1 =| —sin¥; > 1 fir ¥1 > %1
ni ng no

— Wir betrachten k:
f(t = kQékt = k2 (sin ﬂgéx + cos ﬁQéz)

—kz(—smﬁﬁex (1—sin2192) éz)
na

2
—kg(nlsinﬂléxi\' (17(11—1) sinQﬂl)éz)
ng na
nj 2 .92
=ko —smﬁlexij (—) sin“9) — 1] &,
no n2

= Béx + joéy,




Totalreflexion — Feld im Medium 2 (...)

— Fr das elektrische Feld im Medium 2 ergibt sich mit diesem Wellenvektor und
dem Transmissionskoeffizienten t

E, = tEOiej(WFRt'f)éEt
= tEOieio‘Zej(“’t_ﬂx)éEt +az Lésung unphysikalisch

= tEOie_e‘z(ej(“’t_ﬁ")EEt exponentieller Abfall in z; Welle in x

— Poyntingscher Vektor:

= 1= - 1 - % = % 1 =012 L = . P
8= JBxH = B x (e, xE7) = - [B 6, , K = fox - jas,
1 2 _9o — P
= 2Zoks |tE01| e = (Bex JrJafez)

— Wirkleistungsfluss in x-Richtung und Blindleistungsfluss in z-Richtung



Frustrierte Totalreflexion

— Wird im Bereich des exponentiell abfallenden Feldes wieder ein
Ausbreitungsmedium gebracht, so ergibt sich wieder eine transmittierte Welle.
Man spricht von frustrierter Totalreflexion

— Es gibt formal eine groBe Ubereinstimmung mit dem quantemechanischen
Tunneleffekt

— Interessantes Experiment zum superluminaren Tunneln (interessante und lehrreiche
Diskussion in der Literatur). Z.B: Haibel, A., Nimtz, G. Stahlhofen, A., ,Frustrated
total reflection: The double prisms revisited.”, Phys. Rev. E 63, 047601 (2001)
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Ausgangspunkt

— Im Abschnitt Elektromagnetische Wellen | - Grundlagen hatten wir bereits die
Entkopplung der Maxwell-Gleichungen in ihrer allgemeinen Form betrachtet.
— Fir Skalarpotential ¢ und Vektorpotential A mit
. . B, oA
B=rotA und E=-grad¢- —
at
ergeben sich:
— In Coulomb-Eichung (Strahlungseichung) (div A = 0)

Ap=-2
€
- 924
AA—auW —gradaua— =—ud
; v A 9o _
— In Lorenz-Eichung (divA +epgy = 0)
92 PV
Ap—ep——gp=-Y
¢ Mo €

- 82 . -
AA —ep——A = —uJ
oz "



Losung fiir die Potentiale in Lorenzeichung

— Basierend auf den Ableitungen in Elektromagnetische Wellen VII - Allgemeine
Losung (Kirchhoffsche-Lésung, Huygens-Fresnelsches-Prinzip) kann die
Greensche-Funktion (§-Anregung am Ort ¥’ zur Zeit t’) direkt angegeben werden
(auf die formale Herleitung wird hier verzichtet):

G(f‘f’vt‘t/):Gret(f—f',t—t'):;5(Ir r“(t t)) Ot ~ tret)

4m|t - | 4m|t - |

= )
— Hierbei ist tret =t — @ die retardierte Zeit und Gyet die retardierte Greensche
c
Funktion.

— Die Lésung der inhomogenen Wellengleichung in Lorenz-Eichung sind dann die
retardierten Potentiale




Bemerkungen zur retardierten Losung

— Retardierte Potentiale: Lésung wegen Retardierung in der Regel schwierig

/|

o= 2 fff 5 A<rt>-“m*(f'“ ") o

e -1 [f -1/

pv,J

— Die Zeit = ul ist gerade die Laufzeit vom Quellpunkt zum Beobachtungspunkt
Ve
— Es gibt formal auch avancierte Lésungen — nicht kausal

— Unterschied zur quasistationaren Betrachtung: dort wurde Retardierung
vernachlassigt.



Raumlich beschranktes Quellgebiet und harm. ZA

— Die Quellen pv,j seien von Null verschieden nur innerhalb einer Kugel mit
Durchmesser rl — Es genligt die Betrachtung des Vektorpotentials

(B=rotA; 2 W = rot H).
— Wir betrachten harmonische Zeitabhangigkeit

J(F,t) = Re {j(f’ ej“”t}
|ﬂ

|‘r

i@t - |) me{J(*’)ert vo } Re {J(F)elre MY

— Damit gilt fiir das komplexe Vektorpotential

30 - £ [[f G A

K
— Hierbei ist Gret (¥ -7, k) = ar %

Bildraum mit k = £ - = w\/EL.

die retardierte Greensche-Funktion im



Strahlungszonen

— Naherung fiir [f] > || (mit 2] _ = 1+x):

— Nahzone: d < r <« \ (statische Zone)

ik ,jﬂr(l,ﬂ) _i0
e IR 7 A ¥ /J~e =1 - keine Retardierung
— Fernzone: d < r und XA < r (Strahlungszone)

o .
e T o oIkt oleiche Retardierung fiir alle ¥’ — vor das Integral

— Ubergangszone: d = r und/oder r ~ X
Dieser Fall ist schwieriger und muss jeweils konkret analysiert werden.
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Ausgangspunkt

— Der Hertzsche Dipol ist eine wichtige Idealisierung
einer lokalen Quelle von elektromagnetischen
Wellen.

— Hertzsche Dipole werden auch in der Modellierung
von Antennen und als BezugsgroBe fiir
Antennencharakteristiken genutzt.

— Realisiert wird der Hertzsche Dipol durch einen sehr
kurzen geraden Leiter, auf dem ein Wechselstrom
(in der Regel harmonisch) eingepragt ist.

— Fir harmonische Zeitabhangigkeit gilt fiir das Vektorpotential in Lorenzeichung

A()_Mffjelkl )3

— Mit einem diinnen Leiter in z-Richtung gilt J(¥/)d®r’ = I(¥/)&,dz’ und es folgt

o Y2 eniki=vl
A=

——1(¥)8,dz’
ar J-t ‘f_a,l ,( )e Z



Hertzscher Dipol - Vektorpotential

X /= 13 2 e_jklf_fl‘ VAN ’
AF) = -— ———I(')é.d
A= 4 Lo i -] )2z

— Von einem Hertzschem Dipol spricht man, wenn
1. Die Lange ¢ des Leiters wesentlich kleiner als die Wellenlange X ist: £ < A
2. Der Leiter ist linienformig.
3. Die Stromverteilung auf dem Leiter ist konstant: I(¥') =1

— Fiir einen Dipol im Ursprung: ¥/ =0 — [f = ¥| = |f| = ¢

—jkr

2/2
e, [ ar - Bt g, |- A
—2/2 47 T z

— Vektorpotential in Kugelkoordinaten (r, 4, ¢):

AY:AZCOSﬂ Aﬂ=_AZSin79
—jkr —jkr
A = %166 cos?V Ay = —4i1£e sin
T T 0 r




Magnetfeld

— Aus dem Vektorpotential

—jkr —jkr
A =LuS cosv A, =-L1f
47 r 4 r

— berechnet sich unmittelbar das Magnetfeld:

_ 1 . 11|0(rA, aA
H=H_&é,=—-rotA=—— ( )
i I nr or 09
1 —jkr
=—I/ sm19|:7 +jk] ép
4 r r
1 7Jkr
- 1t sind [1+ jkr] 8, k=w/v,
4~ 12
1 UJ2 *‘]kI‘
9 [1+ jkr] € —
T v2 (kr)2 sind 1 +jlr] & T v2©

— kr= 27r§: Wellenlange als ,,natiirliche” Langeneinheit

—Iée Jkr 51n19[

1
(kn2

&, nur p-Komponente

J

kr

B



Elektrisches Feld

— Das Elektrische Feld kénnte prinzipiell auch direkt aus dem Vektorpotential
berechnet werden:

LE: divA+jwsu¢=0=>¢=—. divA
- - Jwep

EzfgradéfijéE:

1 R .
graddiv A — jwA

wep

— Einfacher direkt iber Maxwell-Gleichung

T o o 1
rotH=J+ jweE = E =

.—rotH J=0im Loésungsgebiet
jwe

— Es ergibt sich

- 1 1 j
E:{ IZe’Jkrcosﬁ[ 5~ ) 3]}ér+
2m Vi (kr) (kr)

1 j 1 j
{ 7 2I€e_3krsm19|: 5 - J 3]}679
S kr  (kr) (kr)




Fernfeld

— Die allgemeine Feldlésung lautet:

1 w? 1
= d e % siny + L éy
am v3 (kr)2  kr

oz

5 1 —jkr 1 J -
{ 2IZe J Cosﬁ[(kr)2 7@]} ért

E:
2 vp
1 _ j 1 J
Z_Te* ging - 8
{47r vz [kr (kr)2 (kr)S]} v
— Fir kr > 1 — nur filhrenden Term nehmen — Fernfeld
2 —jkr
- R j wo_ e =
H=H_ é,=——-I/ sin1) €
AT V%’ s
R 2 jkr
E=Eyéy=22 "1 sindey |=2H, e
Vi r

— Hierbei ist Z = "



Visualisierung

— R. Girwidz, Didaktik der Physik, LMU Miinchen https://www.didaktikonline.
physik.uni-muenchen.de/programme/dipolstr/Dipolstr_leifi.html
Dipolstrahlung [\2D sAnsicht |3 D =Ansicht | W Aussshitt ] “Zeitschritts" | zuriick (-d) | welter (+dt) | StartStopp |

Hertz'scher Dipol

Stabdipol (M2)

Autor:
R. Girwidz
Didaktik der Physik
LMU Miinchen

Fiir Lehre und
Unterricht frei!

)




Mittlere Energieflussdichte

— Im Fernfeld berechnet sich die mittlere Energieflussdichte zu

N N . 1 2 —jkr 2 —jkr *
§:%EXH :5(227:—27@8 sinﬂéﬂ)x(%o‘;}e sinﬂéw)
1 w2
1Z —w—l (sinﬁ)Q’
2 \4dm vZ kr
= Si(r,9) & = (S)

— Verlauf — ,,Donut”
sin2 ¢ 9

sinZ ¥

o
[MER
3



Strahlungsdiagramm

— Das Strahlungsdiagramm ist die normierte Darstellung der mittleren
Energieflussdichte (analog z.B. auch fiir Feldstarken definierbar), also von

Sr(r, ¥, )
max (S (r, 9, ¢))

Dargestellt werden in der Regel die zweidimensionalen Hauptschnitte.
— Fiir den Hertzschen Dipol ergeben sich das , Horizontaldiagramm® (fir ¢ = 7/2)

(AN,
N

— und das  Vertikaldiagramm" (fir ¢ = 0); ,Rickwartskeule” wird mitgezeichnet

N




Mittlere abgestrahlte Leistung

— Die mittlere abgestrahlte Leistung (Pa) ergibt sich direkt aus der mittleren
Energieflussdichte integriert tiber die Oberflache einer Kugel mit Radius r (O(K;)):

(Pay= J (5)-dA
O(K;)

2 orml (1 w2 I\ ‘ ‘
= f f 7| — w— u (sin '19)2 &y - 6,17 sin JIdpdd
0 o 2 \4r Vé kr

1(1 w2\’ 4 1 2 1¢)\?
Ly (Lt ey d o Ly (@) oo (e
2 \4nv3 k 3 127 \vp 3 A

— Ein (hypothetischer) isotroper Strahler wiirde pro Raumwinkel somit die Leistung
Piso = (Pa)/axr? abstrahlen.

— Fiir den Hertzschen Dipol ergibt sich so die Direktivitit (Richtwirkung)

Se(r,d,¢) 3

. T, 3 .
D(¥, ) = b 3 sin? 9 ; Dmax = D(9 = 5) =5 =176 dBi = 0 dBd



Bemerkungen

— Der isotrope Strahler ist nur eine hypothetische Idealisierung

— Mathematische Topologie: , Igelsatz” bzw. Satz von Poincaré-Brouwer:
Auf einer Sphare S™ gibt es genau dann ein tangentiales, stetiges, nirgends
verschwindendes Vektorfeld, wenn n ungerade ist.

— Auf der Kugel (n =2): , Jeder stetig gekdmmte Igel hat mindestens einen
Glatzpunkt.”

— Der ideale Hertzsche Dipol kann durch extrem kurze Antennen (¢ < %0) tatsachlich
naherungsweise realisiert werden.

— Sowohl der Hertzsche Dipol als auch der isotrope Strahler werden als
BezugsgroBen in der Antennentechnik genutzt (Elementarquellen).

— Das zum Hertzschen Dipol duale System ist der Fitzgeraldsche Dipol: infinitisimale
Leiterschleife; Flachennormale in z-Richtung — nur E(p und H im Fernfeld.

— Feldwellenwiderstand Z = % nur im Fernfeld konstant mit Z = 1207 Q.
Im Nahfeld des Hertzschen Dipols: Hochimpedanzfeld
Im Nahfeld des Fitzgeraldschen Dipols: Niederimpedanzfeld

— Grenze zum Fernfeld bei kurzen Antennen: kr> 1 > r>» 2 = 2.

27 = onf
f || 50Hz | 1kHz | 100MHz | 1GHz |
5o || 954.3km | 47.8km [ 0.48m | 4.8cm |




Linearantenne

— Bei den Elementardipolen: infinitisimales Element — zeitlich harmonischer aber
rdumlicher konstanter Strom.

— Lineare Antenne: dinner perfekt leitender Draht, der von einem ortsabhangigen
(harmonischen) Wechselstrom I(¥’) durchflossen wird.

— Betrachte zunachst: Stromelement im Ursprung — Hertzscher Dipol

dA = dA &, — Beitrag zum Vektorpotential am Punkt P:
7 —z

N —jkr
dA(F) = ﬁldz'eTéZ

— Fir das Magnetfeld
_ 1 -
dH(T) = —rot dA(T)
I

1 —jkr
= —Idz'rot (e éz)
47 r




Magnetfeld

— Wir formen weiter um:

R 1 —jkr
dH(F) = —1dz'rot, (e éz)

™ r
1 efjkr efjkr

= —ldz'[ rot é, —€, x grad (
4m T o r

1 il ik
—ldz'[—ézx(—f(—fik))e ]
47 r\r T

1 T\ (1 “jkr
- iy (éz « f) (7 +jk) e
47 r r r




Fernfeld

= 1 —jk|r—7|
-7 +ik e
F-7| [f -1/ £ -1/

— Fernfeld: Folgende Naherungen sind méglich (vgl. auch Elektromagnetische
Wellen XI - Erzeugung - Strahlungszonen)

dH®F) = ﬁl(f’) (df’ «

kF-t|>1=k>»

r—r
F -7
T
r
—jkr s
e e‘]k%

— damit gilt im Fernfeld:

A
:

ek

afi() - 1) (ar' ) <

T




Fernfeld (...)

i
Y

R ik #\ edkr |
dA(F) = j;r;(f') (df’ < 5) SIS

T

— Diinner Draht mit Kontur C:

— Damit ist das Magnetfeld im Fernfeld prinzipiell berechenbar aus:

. ik —jkr I #
Hr) =228 f 1) (df’ X f)
4Tt ¢} r




Abstrahldiagramme typischer Dipol-Antennen

Stromver-
teilung

Fernfeld

)

£ —Dipol

L—Dipol

)

-

Hertzscher
Dipol

— 9 4

3A_,
2

Dipol



Typische Bauformen von Linearantennen

Y (
I /
Logarithmisch- i
Periodische-Antenne Bikonische Bikoni-Log
Halbwellendipol (Log-Per) Antenne Antenne

Bilder: http://www.schwarzbeck.de/

Loop-Antenne
(geschirmt)
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Ausgangspunkt

— Viele Formen von Wellenleitern in technischer Nutzung

— Beispiele:
Hohlleiter Koaxialkabel Zweidrahtleitung Mikrostreifenleitung

)

Z (Lecher-Leitung
> T y 4
y 4 1 -

X Ny z
— Die Strukturen sind in z-Richtung translationsinvariant — Alle Schnitte senkrecht
zu z sind identisch!
— In diesem Fall sprechen wir von zylindrischen Wellenleitern.

— Wir betrachten hier nur Wellenleiter mit metallischen Begrenzungen (als ideal
leitend angenommen)

— Dielektrische Wellenleiter (— Totalreflexion) werden hier nicht betrachtet.

— Zwei Betrachtungsweisen: Feldtheoretisch (geht immer) und (klassische)
Leitungstheorie (mit Strom und Spannung; geht teilweise — spater).



Zylindrische Wellenleiter

y

K —> OO . . 4 . .
— Die Vektoren éx und &, spannen die Querschnittsebene

oder Transversalebene auf.

— Voraussetzung: Alle Querschnittsebenen (fiir
verschiedene z) sind identisch.

— Loésungsgebiet: lineares, homogenes, isotropes
Dielektrikum mit ¢, u

— Alles andere: perfekte Leiter (k — o0)
— Wir betrachten den Fall der harmonischen
Zeitabhangigkeit.

— Homogene Wellengleichung (%) — Helmholtz-Gleichung (jw)

DE(f,t)z(A_augf;)E(f,t); S (Beemw?)E@) -0
oB(%,t) = (A— aug—;)g(m) =0 - (A+euw?)B() =0



Zylinder-Geometrie — Vektorzerlegung

Z

(6 y,2) — Jeder Vektor kann immer in eine transversale und
eine longitudinalen Komponente zerlegt werden:

E:Et+27:Et+Ezﬁl
B, = (& xE) x&,

— Analog fiir magnetische Flussdichte.

— Kopplung tiber Maxwell-Gleichung: roth —ij

— Rotation in kartesischen Koordinaten:

. [8Fx OF, ] . [oFy  oF.].
8x + - 8y + | —= - 8,
0z ox ox dy

rotF = [



Transversale Rotation

— Die Rotation in kartesischen Koordinaten ist:
oF, OFy ] . [8Fx OF, ] . [ oFy 0OFx ] .
- 6y + ey + €y

Ty 0z 9z ox

ox dy

rotF‘=|:
=VxF= iéx+géy+iéz xF
ox dy 0z

— Wir definieren die transversale Rotation rot = Vix = (V — %éz)x

- - 0 0 =
rottF =V xF=|—é +—¢é +0&|xF
ox Jdy

OF, . [ OF, ] . OF, OFy].
= —[8x+|- 8y + | — - —— 8,
Jy ox ox Jy

— Offenbar stimmen die longitudinalen Anteile (z-Komponente) iiberein, d.h. es gilt:
€, - (rottF‘) =8, - rot F'

— Angewendet auf die z-Komponente des Induktionsgesetzes bedeutet das

€, - (rot tE) =€, - (rot tEt + rot th) =

€, - (rot tEt) =—jwB,




Transversale Komponente des Induktionsgesetzes

— Fir die transversalen Komponenten gilt

5 - 5]
5]

(éz x rot E) x 8, = (8, x (—jwB)) x &,

]éy = —jw (Exéx +§yéy) = —jwB, |&x

r_|r_1

]éx = —jwé, x B,

Eéx+E ey) = —jwé, x Bt

0 - ~
gradtE, - &Et = —jwé, x B,

— Aus dem Durchflutungsgesetz rotB = jws,uE folgt analog:

= 0 - .
&y - (rot tBt) = jwepk, ‘ grad+B, — £Bt = jwep, x By




Bestimmung der transversalen Komponenten

— Die beiden Gleichungen
. L N 0 - . . -
grad B, - &E‘“ = —jwé, x By grad¢B, - &Bt = jwepd, x By
OE . 9°E
52 = FIkE,, 55" = -K°Ey).

kdénnen leicht entkoppelt werden (%, einsetzen,

— Die entkoppelten Gleichungen lauten:
[?k grad ¢E, + wé, x grad th]

=, j
B-o_J
W2 — k2

= J [4=kgrad tB, —weué, x grad th]

v w2ep — k2

— Sind die longitudinalen Feldkomponente bekannt, so lassen sich die transversalen

Feldkomponente berechnen.
— Im allgemeinen schwierig, aber einfache Spezialfille.



Zerlegung des Laplace-Operators

Laplace-Operator in kartesischen Koordinaten (x,y,z):

9?2 8% 92 92
=t =t = A+ —
ox2  0y? 0z2 £ B2
———
=Ayg

Zur Lésung der Helmholtzgleichung (z.B. fiir das elektrische Feld)
(A+ 6/1,{.«)2)E(f) =0
setzen wir in z-Richtung propagierende Wellen an:

) ruhender Zeiger
—

E(F,t) = o (x,y)el E(¥) = Ey(x,y)e""

Hierbei propagiert die ,+"-Lésung in Richtung —€, und die ,,-“-Lésung in
Richtung +é,

2
Mit der Zerlegung des Laplace-Operators und mit % = —k? schreibt sich die
Helmholtzgleichung nun in dieser Form

AE(F) + (sp0® - K?) E(F) = 0
=2




Modentypen

— Fallunterscheidung auf der Basis der Gleichungen (mit 72 = w?ep - k?)

72Et =j [qik grad+E, + wé, x grad th]
72Bt =] [?k grad¢B, — wepé, x grad th]
- TEM-Mode: E, =0 und B, =0

— Triviale Lésung: E =0 und B = 0 — nicht weiter interessant
— Bedingung fiir TEM-Mode

— Wenn TEM-Moden, dann fiir beliebige Frequenzen! Kein TEM-Mode fiir
verschiedene Materialen im Lésungsvolumen — Quasi-TEM-Mode
(Mikrostreifenleitung, isolierte Zweidrahtleitung)

— TE- und TM-Mode: Nur eine der longitudinalen Komponenten verschwindet
— Hybride Moden: Keine der longitudinalen Komponenten verschwinden (wird nicht
weiter betrachtet).



TEM-Losungen

TEM-Lésung: E, =0und B, =0 = VEr | (fiir jedes w gibt es ein k)
Fiir die transversale Rotation hatten wir schon

. [oE,]. O0E,] . OE, OE,
rotE = éx + |- gy + | — -
dy ox

ox ay

éz
Im TEM-Fall sind x und y-Komponente von rottE also offensichtlich Null.

Die z-Komponenten ergibt sich aus der z-Komponente des Induktionsgesetz
8

€, - (rottEt) =—jwB, L 0= 1rottEt =0 :>

Ohne Ladungsquellen im Lésungsgebiet gilt auch
divE=0= divtEt =-

OE

0z
Laplace-Gleichung fir ¢ folgt

Hieraus folgt mit E = —grad ¢, dass E = Et aus der Loésung der zweidimensionalen

Lésungsmethoden aus Elektrostatik bekannt



TEM-L6sungen — Zusammenfassung

— Dispersionsrelation: k = kg = w\/ep

— Rotationsfreiheit in der Transversalebene: rot tE =0->E= Et = —grad ¢

— Laplace-Losung: Ag¢p =0
— Aus der Transversalkomponente des Induktionsgesetz folgt zusammen mit der
Dispersionsrelation

grady E, -
N

. . .k . .

B, = -jwé,xB, = | B= 28, xB=%/eué, xB| (,4+" = hin)
w

u\,_/

=jkoE

QJ‘Q;

— Fir das Magnetfeld schreibt sich diese Beziehung wieder mit der Feldimpedanz
(Feldwellenwiderstand) Z = Zg = \/g als

8, x

]
esh

1
7 (,+" = hin, orthogonales Rechtssystem)
0

— Wichtige Folgerung: Wegen rot+E = 0 kann in den Transversalebenen mit
Spannungen im Sinne von Potentialdifferenzen gearbeitet werden.



Kein TEM-Mode im Hohlleiter

— In Strukturen mit einfach zusammenhangender Querschnittfliche existiert kein

TEM-Mode

- Ausfiihrlich in E. Ledinegg, ,,Uber die allgemeinste Lésung der Maxwellschen
Gleichungen in abgeschlossenen zylindrischen Raumen", Annalen der Physik,
Folge 5, Band 41, 537-566, 1942.

— Kurzbeweis durch Widerspruch:

Betrachte Ampeéresches Durchflutungsgesetz

rotH =J+ %—? entlang einer beliebigen

magnetischen Feldlinie:
~di=j E-dA J-dA
ﬁ)(A) s Jweuifi +u£j7

Kk — oo: Feldlinie muss sich im Gebiet schlieBen

ol

Einfach zusammenhangend: Kein Strom durch
Flache

Elektrisches Feld muss irgendwo z-Komponente
haben oder Lésung ist die triviale Losung.



TM- und TE-Losungen

— Ausgangspunkt ist die Helmholtzgleichung fur E:

AtE+ (sz-:,uka)E: AtEJr'yQE: 0

— Gleichungen fiir die Transversalkomponenten der Felder:

= J ~

E, = FkgradE_+ wé, x grad B

=t wzeu _ k2 [ g tXy z X & t—z]

B, = J [¥kgrathZ — WEUEy, X grathZ]

B. =
=t W2ep - k2



TM-Loésungen — B, =0

— Betrachte z-Komponente der Helmholtzgleichung fiir E:
(AdD +72)EZ =0 | mit Randbedingung Ez|o(\/) =0

— Dieses Dirichletsche Randwertproblem kann mit den Methoden der Elektrostatik
gelost werden. — [ bekannt

— Transversalkomponente des elektrischen Feldes fiir B, = 0:

E, = ¥k’;*2 grad(E, » [, bekannt

— Transversalkomponente der magnetischen Flussdichte fiir B, = 0:

Bc =uH, = —’:—Qwe,uéz x grad+E,

- 1 - k k k
=iL€“'szt=iu7észt mitZ=—-=— B:—ZO
k Z we koV e ko

— Damit ist auch die magnetische Flussdichte im Lésungsvolumen bestimmt.



TE-Losungen — E, =0
— Betrachte z-Komponente der Helmholtzgleichung fiir H:

2 . . OHZ
(At +y )ﬂz =0 | mit Randbedingung =0

o o)

— Dieses Neumannsche Randwertproblem kann mit den Methoden der Magnetostatik
gelost werden. — [1 bekannt

— Transversalkomponente des magnetischen Feldes fiir E, = 0:
H = ¥%kgradtﬂz — H, bekannt
Y

— Transversalkomponente der elektrischen Feldes fiir E, = 0:

= I pw ko @ ko
E =478 xH mtz=E2_ %0 [H_ZX0g
=t Oz X Ze M Kk kVe k7

— Damit ist auch die elektrische Feldstarke im Lésungsvolumen bestimmt.



Diskussion der TM- und TE-Lésungen

Fiir den TEM-Mode hatten wir schon gesehen, dass fiir ihn — wenn er existiert —
die Dispersionsrelation des TEM-Modes erfiillt sein muss:

=0 |k=ko=w/n

Wenn der TEM-Mode existiert, existiert es fiir beliebige Frequenzen!
Das ist bei TM- und TE-moden anders! Z.B. fiir den TM-Mode muss zunichst

das Randwertproblem zur E_ gel6st werden:

(Ae+7°)E, =0 mit Bl =0

Dies ist eine Eigenwertgleichung fiir die Eigenfunktionen=Moden E_, und den
(diskreten) Eigenwerten 'y>2\ mit A=1,2,3,....

(At +’7/2\)Ez>\ =0

Fiir eine Kreisfrequenz w gilt dann

73 = pew? - k2 = ky = Vpew? -2 = ky = /pE\/w? - w? | mit wy = i

=
™




Cut-Off — Evaneszente Moden

— Wir haben die Dispersionsrelation

ky = /per/w? 7w§ mit wy = A

N/

— Die z-Abhéangigkeit der Lésung ist (z.B. fiir das elektrische Feld)

E)\ (¥) = EOA (x, Y)eijk)‘z

— Fir w <w, wird ky imagindr und die Lésung ist keine propagierende \Welle mehr.
Diese Lésungen sind evaneszente Moden:

E\(F) = Eo)\(x’y)e;‘k*‘z fiir w < wy

— Die (Kreis)-Frequenz wy = 2xfy heiBt Cut-Off Frequenz des Modes .



Dispersionsrelation

— Wir kdnnen die Dispersionsrelation ky = \ /gy /w? — wi auf kg = \/pew normieren:

k>\ W?\
ko w?

— Dies ergibt folgendes Bild:

TEM-Mode (falls nicht einfach zusammenhingend)
1
e
0.5
2 Moden (+TEM)
00 w1 w2 w3 w4 ws



Phasen- und Gruppengeschwindigkeiten

— Phasengeschwindigkeit ist definiert als v, = ¢
- TEM-Mode ko = /Efrw:

w 1
Vpo = — = =V,
p0O kO €_H c
- TM/TE-Mode k) = \/fig\/w? - w?:
Vpk=i: Vp0o - Ve vp)\(waw)\)aoo Vp)\(w—>00)—>vc

k}\ w2 w?
Vi-3 Vi-5%

— Gruppengeschwindigkeit ist definiert als vg = g—‘;
— TEM-Mode ko = \/Eppw:
w 1
v =— = — =V =V,
g0 ko @ p0 c
— TM/TE-Mode k) = \/fig\/w? - w?:
ow w?

Vgr = —— =Ve VgA(w"w)\):O Vg)\(wi)oo)*)vc

1- 22
Oky w?



Modenentartung

— Gerade bei Querschnitten mit hoher Symmetrie (z.B. quadratischer Querschnitt)
kommt es dazu, Eigenwerte tibereinstimmen.
— Man spricht in diesem Fall von Entartung.

— In diesem Fall ergeben sich verschiedene Eigenfunktionen (Moden) zu identischen
Grenzfrequenzen wy, = wy,

— Gibt es n Eigenlésungen zu einem Eigenwert spricht man von einer n-fachen
Entartung

— Technisch ist es sehr haufig erwiinscht, nur einen ausbreitungsfahigen Mode im
Arbeitsbereich zu haben (Single-Mode-Betrieb)
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Klassische Leitungstheorie

Die klassische Leitungstheorie dient der Beschreibung von langen Leitungen mittels
Strom und Spannung.
Von einer langen Leitung spricht man, wenn die Lange der Leitung nicht mehr als
klein im Vergleich zur \WellenlZange angesehen werden kann.
f || 50Hz | 1kHz | 100MHz | 1GHz | 10GHz |

Aakuum = § || 5995.8km | 299.8km | 2.99m [ 29.9cm | 2.9cm |
Im einfachsten Fall wird die Leitung als verlustlose, homogene Einfachleitung
angesehen. Es handelt sich also um einen zylindrischen Wellenleiter.
Das Querschnittsgebiet ist nicht einfach zusammenhingend und daher existiert ein
(quasi) TEM-Mode.
Nur der TEM-Mode wird betrachtet: daher kann mit Spannungen in der
Transversalebene gerechnet werden.
Verallgemeinerungen bis hin zu einer full-wave Beschreibung sind moglich!
Beispielstrukturen, die gerne mit Leitungstheorie beschrieben werden:

Koaxialkabel Zweidrahtleitung Mikrostreifenleitung

(Lecher-Leitung)
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Ausgangspunkt

— Ziel ist die Entwicklung eines Ersatzschaltbilds fir ein differentielles
Leitungselement.

— Ausgangspunkt ist feldtheoretische Beschreibung fiir den verlustlosen Fall.

— Das Ersatzschaltbild kann dann einfach verallgemeinert werden.

— Maxwellgleichungen (lin. hom. iso. Dielektrikum, harmonische ZA, keine Quellen):
divE=0 rotE+jw,uH:()
divA=0 rot H - jweE = 0

— Wir betrachten nur den TEM-Mode. Die Ausbreitungsrichtung sei +é,. Es gilt:

TEM-Mode: E-



Felder — Transversalebene (z = const.)
— Transversalkomponente des Induktionsgesetzes (in der Transversalebene):

rotE+jqu=f)=> (rotE) X €y +jw;4H><éZ =0

oE _ _
— +jwpH x€, =0
0z

— Das elektrische Feld ist ein Gradientenfeld in allen Transversalebenen. Ansatz:

mit | A¢p(x,y) =0 | statische 2D Laplace Gleichung

— Magnetfeld direkt ausrechnen:

E = —grad ¢(x,y) g(2)

E - ~ E - o
8—;+jwuﬂxéZ=O :ézx%+jwyézx(ﬂxéz):0
- 1 E
A
jwp 0z
fi- L (6, xgradg) 28
jw 0z




Ubergang zu Strom und Spannung

— Stromdichte konstant im Leiterquerschnitt —
Diinndrahtnaherung

Perfekte Leiter: kK — oo

<
|

Rotationsfreiheit des elektrischen Felds in der
Transversalebene — Spannung:

!

© Q=[E~d§ mit z = const. auf C
z \ X c

— Aus dem Durchflutungsgesetz — Strom:

lzyg)(A)*'dé

— Damit kénnen die Ausdriicke fiir die Felder umgeformt werden:

jastl

OE N < L1 )
— +jwpuH x8,=0 und ﬂ=.—(éz><grad¢)—g
0z jwp 0z



Ubergang zu Strom und Spannung (. ..)

— Ausdriicke fiir die Felder:

0E o . 1 17}
= +jwopH x&,=0 und H=.—(éz><grad¢)—g
0z jwp 0z

— Wir bilden das Wegintegral der ersten Gleichung entlang C und setzen dann H ein

f— dS+Jw/,Lf H><eZ

ou  0Og
— + = d¢-ds=0
8z+8z /Cgra ¢-ds

mi

=]

— Weiter gilt fiir den Strom:

) 1 8
1:95 Ed@:f (8, xgrad¢) 28 .gs
o(A) o(A) jwp 9z

_| 9% _. 1
-
9z’ H%(A) (&, x grad ¢) - ds




Ubergang zu Strom und Spannung (. ..)

— Wir betrachten die Formeln

8g/grad¢> d$s=0und — e
0z

1

= jwp

9§O(A) (8, x grad ¢) - ds

— Einsetzen der rechten in die linke Gleichung eliminiert offensichtlich die
unbekannte Funktion g(z) und wir erhalten die erste Leitungsgleichung
(Telegraphengleichung):

pfograd¢-ds

oU() .,

0z

$oay (€2 x grad ¢) - ds

i

I(z) =

0U(z)
0z

+jwL'I(z) =0

[L']=Hm™

— Der Induktivitiatsbelag der Leitung L/ ist vollstindig bestimmt durch die Lésung
des statischen 2D Laplace-Randwertproblems fiir ¢ im Lésungsvolumen V

Ap(x,y) =0 mit ¢ = 0 auf einem Leiter und ¢ = U(z) auf dem anderen Leiter



Ubergang zu Strom und Spannung (. ..)

— Analog folgt die zweite Leitungsgleichung aus den Formeln:

0H - - -
8—* — jweE x 8, =0 und E = —grad ¢ g(z)
z

— Umlaufintegral der ersten Gleichung entlang O(A) und Einsetzen von E ergibt:

H .
95 8;~d§—jwa56 (Ex8,) ds=0
O(A) Oz O(A)
o1 jwe g( )% (8, x grad¢)-ds =0
92 2 . d§ =
0z weg O(A) &

— Die Funktion g(z) folgt sofort aus U:
. u
U:[E-d”:— f d¢-d5 > g(z) = -
U= J E-ds=-g(z) | grad¢-ds—g(z) Joaradg- &

— Damit lautet die zweite Leitungsgleichung:

01 . £%o(a) (Bzxgrade)-ds
—= +jw
Oz Jograde-ds

U=0 [C']=Fm™!

(el



Leitungsgleichungen — Leitungsbelage

— Zusammenfassend haben wir fiir verlustlose Leitungen die folgenden
Leitungsgleichungen gefunden:

d¢-ds
OU®) | 1/ 1(2) = 0 o Mogradgds
0z fﬁO(A) (8, x grad ¢) - ds
€ (8, x grad ¢) - ds
81(2) +jwC'U(2) = 0 o - fO(A)

Jograd¢-ds
— Offensichtlich gilt

1 1
L'C'=ep=— = = —
SRR IS NV e
— Entkoppelte Gleichungen:
02U 0°1
U@ | 21 cU(s) =0 und 222 L 2101(ay 2 0
072 072

— Die Lésungen sind (natiirlich) vor- und zuriicklaufende Wellen (als ruhende Zeiger):

U(z) = Uge*™ und I(z) = [je**



Ubergang zum Ersatzschaltbild

— Maschensatz:

I(2) L (2 +A)
oYY Yo s U(z) = jwLL(z) + U(z + Az)
U(z+ Az) - U(z) +jwLI(z) =0

ue) CT = JuGeay ST EE D
—— tjw-—I(z)=0
Az Az
O O
— Knotensatz:

I(z+ Az) =1(z) - jwCU(z + Az) = Al +jw£g(z +Az)=0
Az Az

— Im Grenzfall Az > 0 und mit C’ = lima,_g = und L’ = lima,_o A= ist der obige
Vierpol das Ersatzschaltbild eines differentiellen Stiickes einer verlustlosen Leitung.

— Verallgemeinerung fiir verlustbehaftete Leitungen:
1(2) R’dZ L’dZ !(z + dz)

_L
U(z) < C'dz G'dz > U(z +dz)
T




Verlustbehaftete Leitungen

I(z) R'dz L'dz 1(z + dz)

U(z) < C'dz —L G'dz > U(z+dz)
1

— Aus dem Ersatzschaltbild ergeben sich die Leitungsgleichungen fir verlustbehaftete

Leitungen.
de¢-ds
aQ(Z) + (RI +jWL’)l(Z) -0 L/ = /qugra ¢-ds a
0z 950(A) (8, x grad ¢) - ds
o1 € (8, x grad ¢) - ds
1) | (@ 4w U = 0 o - o ﬁ
Oz Jograd¢-ds

— Der Widerstandsbelag R’ entspricht den ohmschen Leitungsverlusten pro
Langeneinheit.

— Der Leitwertbelag G’ entspricht den dielektrischen Verlusten pro Lingeneinheit.

— Zusammengefasst spricht man auch vom Impedanzbelag Z’ = R/ + jwL’ und vom
Admittanzbelag Y’ = G’ + jwC’



Allgemeine Losung — Leitungswellenwiderstand

Wir kénnen die entkoppelten Leitungsgleichungen jetzt auch allgemein
hinschreiben:

9%1(z)

072

2
8%22) ~7'Y'U(z) = 0 und ~7Z'Y'I(z) =0
Z

Ansatz:

U(z) = ue*" = v = VZ'Y' = /(R + jwL/) (G’ + jwC’) Ausbreitungskonstante
Mit der Spannung U(z) = uie™* + uge?” ergibt sich der Strom zu

1 0U 1
I(z) = 7 giz) = % (ule_'yz - u267z) = Z (ule_"’Z - UQG’Yz)

Hierbei ist Z1, der Leitungswellenwiderstand:

VA 7’ R/ + jwL/!
Tr =2 =] a2
5 Y’ G’ + jwC’
Abschluss mit Leitungswellenwiderstand — Eingangsimpedanz =
Leitungswellenwiderstand — keine Reflexion



Matrixschreibweise — Mehrfachleitungen
— Die gefundenen Leitungsgleichungen werden (iblicherweise in eine Matrixgleichung

zusammengefasst:
9 (U(z) 0 7'\ (U(z)
7(1(z>)+(Y' o)(m):o

— Die Matrixgleichung ist sofort fiir Mehrfachleitungen verallgemeinbar. Hierzu
bilden wir

O3 4 (R4 jwl) 1) =0 | _
81? +(G'+jwC)U(z) =0

— den Vektor der Spannungen relativ zum Bezugsleiter
- T
E(Z) = (Hl (Z)7 e 7Hn(z))
— den Vektor der Stréme im Leiter I(z) = (1, (2),... 7Ll(z))T
— die Matrix mit den Impedanzbeligen in der Hauptdiagonalen (Z')
— die Matrix mit den Admittanzbeligen in der Hauptdiagonalen (Y’)

7 (1) (o D)ED) -



Bemerkungen

— Die Leitungstheorie kann hier nur angerissen werden.

— Die Anwendungen sind extrem vielfaltig: Beschreibung von Leitungen,
Impedanztransformationen, Anpassungen, Filter, ...

— Vierpolparameter: Z, S, Y — bekannt aus Grundlagen (Vierpole)

— Ungleichférmige Leitungen: ortsabhéngigen Leitungsbelage

— Wichtigste Einschréankung der klassischen Leitungstheorie: nur TEM-Mode

— Deshalb auch: Abstrahlung und Einkopplung in Leitungen nur bedingt
beschreibbar.

— Lésung: Transmission Line Super Theory (TLST), z.B. F. Ossevorth, R. Jacobs,
H.G. Krauthauser, , A full wave description for thin wire structures with TLST and
perturbation theory"”, Advances in Radio Science (16), 123-133, 2018.
https://ars.copernicus.org/articles/16/123/2018/, DOI =
10.5194/ars-16-123-2018 und dort zitierte Arbeiten (insbesondere: S. Tkachenko
und J. Nitsch)



Dieses Handout, mit Ausnahme der (iber Quellangaben gekennzeineten Teile, steht
unter der Lizenz CC BY 3.0 DE.

Details hierzu finden Sie unter
https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/deed.de.

Diese Datei wurde erstellt am: 2025-07-28 15:28:36+02:00

Die jeweils neueste Version finden Sie hier im Ordner , Theoretische
Elektrotechnik": https://bildungsportal.sachsen.de/opal/auth/
RepositoryEntry/27455913992/CourseNode/103138906469436

Wenn Sie einen Fehler entdecken, freue ich mich tber einen kurzen Hinweis an
mailto:tetemv@tu-dresden.de!

Das Video zu dieser Lerneinheit (und zu weiteren) finden Sie entweder auf dem
Videocampus Sachsen
(https://videocampus.sachsen.de/album/view/aid/287) oder auf YouTube
(https://www.youtube.com/c/TET4TUD).



https://creativecommons.org/licenses/by/3.0/deed.de
https://bildungsportal.sachsen.de/opal/auth/RepositoryEntry/27455913992/CourseNode/103138906469436
https://bildungsportal.sachsen.de/opal/auth/RepositoryEntry/27455913992/CourseNode/103138906469436
mailto:tetemv@tu-dresden.de
https://videocampus.sachsen.de/album/view/aid/287
https://www.youtube.com/c/TET4TUD

	Begriffsbestimmung
	Vorwissen
	Axiomatische Grundlagen
	Einführung
	Verhalten an Grenzflächen
	Einteilung elektromagnetischer Felder
	Elektrostatik
	Grundgleichungen, Größen und Begriffe
	Monopol bis Multipolentwicklung
	Randwertprobleme
	Formale Lösung
	Spiegelungsmethode
	Orthogonale Funktionensysteme
	Separationsverfahren
	Materie

	Stationäres Elektrisches Strömungsfeld
	Magnetostatik
	Grundlagen
	Materie

	Quasistationäre Felder
	Grundlagen
	Felddiffusion
	Felddiffusion im Halbraum
	Induktion

	Beliebig veränderliche Felder
	Ladungserhaltung und Energieerhaltung
	Impulserhaltung

	Elektromagnetische Wellen
	Grundlagen
	Homogene Wellengleichung
	Harmonische Ebene Wellen
	Polarisation Ebener Wellen
	Wellenpakete
	Kugelwellen
	Allgemeine Lösung
	Energie und Impuls
	Leitende Medien
	Reflexion und Brechung
	Erzeugung elektromagnetischer Wellen
	Hertzscher Diplol
	Zylindrische Wellenleiter
	Klassische Leitungstheorie


