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Setze w9 = x5 = |z} —Z| < |lxy — 2| fur alle 2, € Cf,
Setze x1 =] = |25 —Z| <||lze —Z|| fiir alle 25 € Cy,
d.h., es gilt (xx).
Aus dem Projektionssatz 12.2 folgt daher
(7 =) (zy —27) >0 fiir alle z; € O).
—
= a'n<dai=a"T+a (z7-2)=8—|a|? < fiiralle z; € C,.

Analog: a'xy > B+ ||al|? > B fiir alle x5 € Cs. O

§ 13 Das Subdifferential und die Richtungsableitung konvexer Funk-
tionen

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 6.3, Alt, 2004, Kapitel 2.4-2.8
Ziel: Verallgemeinerung der Ableitung fiir nicht-glatte konvexe Funktionen

In diesem Abschnitt sei C' C R™ konvex und f : C' — R eine konvexe Funktion.

Definition 13.1 (Subdifferential).
Es sei ¢ € C.
(a) Ein Vektor s € R™ heift ein Subgradient® von f in xg, wenn gilt:
f(x) > flzo) + 5" (x — o) fiir alle z € C. (13.1)

Man sagt: Die rechte Seite in (13.1) ist eine lineare Minorante® (mit
Gradient s), die f in xq stiitzt, kurz: eine lineare Stiitzfunktion.®!

(b) Die Menge Of(x) aller Subgradienten im Punkt zy heift das Subdiffe-
rential von f in z(.%

Beachte: (13.1) verallgemeinert die Ungleichung (11.2), die fiir konvexe diffbare
Funktionen gilt. Es ist hinreichend fiir die Bestimmung des Subdifferentials, die
Ungleichung (13.1) in einer Umgebung U(xy) N C' zu priifen.

Beachte: Das Subdifferential hingt vom Definitionsgebiet C' der Funktion ab!®®

Beispiel 13.2 (Beispiele zum Subdifferential, siche Ubung 11, Hausaufgabe 25).

Wir betrachten verschiedene Normen auf R".

32Ein besserer Begriff wire eigentlich Subableitung.

331 Ubung 11, Aufgabe 46 wird die Menge aller linearen Minoranten an einem Beispiel
betrachtet.

34Eine andere Anschauung: (s, —1) ist Normalenvektor einer Hyperebene durch den Punkt
(o0, f(z0)), die den (Epi-)Graphen in diesem Punkt stiitzt.

35Beachte: Das Subdifferential héingt vom Definitionsbereich der Funktion ab.
In Ubung 11, Aufgabe 48 wird gezeigt, dass das Subdifferential einer konvexer Funktionen ein
monotoner Operator ist. (Es ist sogar unter bestimmten Voraussetzungen maximal monoton.)
Subdifferentiale einiger Normen werden in Ubung 11, Hausaufgabe 25 berechnet. In Ubung 11,
Aufgabe 47 wird eine Kettenregel fiir das Subdifferential bewiesen.

36Bej erweiterten konvexen Funktionen fordert man dann natiirlich die Ungleichung (13.1) auf
ganz R™.
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f@) =l C=R, of©)=[-1,y S =l C = [0.5) 0/(0) =

(—o0, 1] Bild dazu noch anpassen

/\

i X o +.51 (% — o)

C=R, 3f(zo) = {Vf(wo)} = {f(x0)}
C = R, 8f(£lf0) = [81, 82]

ABBILDUNG 13.1. Das Subdifferential besteht aus den Steigungen al-
ler linearen Minoranten an f im Punkt x.

ABBILDUNG 13.2. Das Subdifferential der 1-Norm ||z||; = |z1| + |z2]



88 KAPITEL 3. KONVEXE OPTIMIERUNG

(a) f(z) = llzlly = >2i_y =il Dann st
{1} falls z; <0,
sedf(x) <= firalei=1,...,ngilts; €< [-1,1] fallsz; =0,
{1} falls x; > 0.

(1) f(2) = llalle = (Sfosf?) . Dann st

of (x) = {ﬁ}’ falls = # 0,
{sE€R": 5|2 <1}, falls 2 =0.

(c) f(z) = ||z|lcc = max;—1__n|z;|. Dann gilt fiir x # 0
Of(x) ={s e R": ||s|]|1 < 1, sgns; = sgnz; fiir i mit |z;| = |||
und 5, =0 fir ¢ mit |z;] < ||z||o}

sowie

0f(0) = {s € R™ : ||s||, < 1}

Satz 13.3 (Existenz des Subdifferentials).
Es sei 2 € int(C). Dann ist 9f (zq) # 0.

Beweis: Betrachte den Epigraphen
epi(f) ={(z,0) e C xR:a > f(x)}.

~ /’é(T)L. ( ;( )
-~
/
P

/ -

~

Nach Satz 11.11 ist epi(f) C R™ x R konvex. Es ist (o, f(x¢)) & int(epi(f)), sonst
gibe es einen Punkt (zg, f(z9) —¢) € epi(f), Widerspruch zur Definition von epi(f).

Nach Satz 12.5 [Trennung von Punkt und konvexer Menge| existiert a = —(s, a) €
R" x R, (s,a) # 0 mit

(ZY @) = (z)T ( fé?o)) fiir alle (z,y) € epi(f). (+)

Behauptung: Es gilt a < 0, denn:
Fall (i): Ist f(z9) =0, wéhle v = 2o, y =1

*)

= szpp+a<szg+0 = a<0.
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Fall (i7): Ist f(xg) > 0, wihle x = x¢, y = 2 f(z0)

& s'ao+2a f(zo) <s'mo+af(zy) = a<O0.

Fall (4i7): ist f(x¢) < 0, wéhle z = x¢, y =0

(_—*Q sTxo—l—OgsTxg—l—af(:L'o) = a<0.

Behauptung: Es gilt sogar a < 0, denn:
ro €int(C) = x9+eseC fireine >0.
Setze in (%) x = xg+esund y = f(x).

= STetay=sTatelsl +af(a+es) < sTa+af(m)
= ellsl® < alf(zo) — flzo + )]
Aus o = 0 wiirde s = 0 folgen, Widerspruch zu (s, a) # 0.
Wir kénnen O.B.d. A. o = —1 annehmen, dann ergibt () mit y = f(z)
sta — f(x) < s'ag— f(xg) fiiralle z € C
= f(z) > f(xo) +s" (v —x0) fiir alle 2 € C,
d.h., s € Of(zo). O
Beispiel 13.4 (Leeres Subdifferential).

Am Rand der Menge C' kann das Subdifferential leer sein. Betrachte z. B. die konvexe
(unstetige) Funktion
1 =0
-]

r x>0

auf C' = [0, 1].

[ Ende 19. V [

Frage: Gibt es einen Zusammenhang mit der Richtungsableitung? (Satz 13.12)

Definition 13.5 ((Einseitige) Richtungsableitung).

Es sei M C R", g : M — R (hier nicht notwendig konvex), o € M und d € R™.
Weiter gebe es ein 6 > 0, sodass zo +td € M liegt fur alle t € (0,6). Dann heift
der Grenzwert (sofern er in R existiert)

e 9(@o +td) — g(o)
dg(zo; d) = 11\1‘% ;

die (einseitige) Richtungsableitung der Funktion g im Punkt zy in Richtung
d.37

(13.2)

Wir fiihren die Abkiirzung
f(xo +td) — f(x0)

q(t) = ;

fiir den Differenzenquotienten unserer konvexen Funktion f : C' — R ein.

. t>0. (13.3)

3"Die Richtungsableitung wird manchmal auch mit ¢’(zo; d) oder Dg(xo;d) bezeichnet.
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Lemma 13.6 (Monotonie des Differenzenquotienten).

Es seien xy € C und xy + d € C. Dann ist ¢(¢) monoton wachsend auf (0, 1].

Beweis: Es sei 0 < t; <ty < 1. Esgilt xg+t1d € C,
J]O—f—tgd - O und

zo+trd = Pz +tad) + (1 — 1) w0, f Lo+t
und C' ist konvex, also ist x¢ + t1d € C. Weiter gilt
f($0+t1d):f(%($o+t2d)+( —i—;)xo) -
t t
< t—lf(flfo +tad) + (1 — t_l)f(fco)
2 2
t t
= f(:to+t1d)—f($o)§t—lf($o+752d)—t—1f($o) 1—.1 t s
2 2 2

= q(t1) < q(ta).
O

Um die Existenz von Richtungsableitungen sicherzustellen, zeigen wir in Satz 13.8
zunachst einige weitere Eigenschaften konvexer Funktionen, das wir nun vorbereiten:

Lemma 13.7 (Zwischen eine Menge und einen inneren Punkt passt immer ein
Simplex (wird benétigt in Satz 13.8)).

Es sei M C R" eine Menge und z € int(M). Dann existieren affin unabhéngige Vek-
toren vy, ...,v, € M, sodass deren konvexe Hiille A = conv({vy, ...,v,}) folgende
Eigenschaft hat:

xo € int(A) C M.

N
g ¥

Beachte: Vektoren vy, ...,v; € R™ heifsen affin unabhingig, wenn die Vektoren

vy — Vg, - .., Uk — Vg linear unabhéngig sind.

‘im Bild €' durch M ersetzen ‘

Beweis: Ubung®® 0

Lemma 13.8 (Lokale Beschrénktheit und lokale Lipschitz-Stetigkeit).
Es sei x¢ € int(C'). Dann gibt es ein 6 > 0 mit Us(zo) C C, sodass gilt:

38hewiesen in Ubung 10, Hausaufgabe 23



§ 13. SUBDIFFERENTIAL UND RICHTUNGSABL. KONVEXER FUNKTIONEN1

(a) Es existieren m, M € R mit f(z) € [m, M] fiir alle z € Us(zo).
(b) Es existiert L(xg) > 0 mit
[f(2) = f(y)l < L(zo) [z — gl fiir alle 2,y € Us/a(o).

Beachte: Konvexe Funktionen sind im Inneren ihres Definitionsbereiches also lokal
beschriankt und lokal Lipschitz-stetig.

Beweis: Es sei zg € int(C).

(a): Nach Satz 13.7 existieren Vektoren vy,...,v, € C' und § > 0, sodass mit A =
conv({vg, ...,v,}) gilt: Us(zo) C int(A) C C gilt.

\
g

Fir x € Us(xo) gilt natiirlich x € A, also

n n
x:Zaivi, mit «; > 0 und 2047;:1

=0 i=0

= flz) = f(ZOéi’Ui) Jegen Zozif(vi) < ii%axnf(vi) ZO"' = M.
1=0 =0

———— =0

Die Jensensche Ungleichung wird in der Ubung bewiesen.

Es sei nun s € 0f(xg) (Existenz: Satz 13.3). Wegen f(z) > f(xg) +s' (z —x) ist f
auf Us(xo) nach unten beschréankt durch m := f(z¢) — d ||s]|.

39Beweis der Jensenschen Ungleichung in Ubung 9, Aufgabe 36
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(b): Es seien x,y € Usja(zo) und = # y.
Setze
. 0 y—=x
vi=y+ = .
2|y — = .

Dann ist v € Us(z), denn

0 9
lo=oll < [l =yl +ly—zoll < 5+5 =2

Setze a = 5i%;ﬂ” € (0,2/3).* Dann ist y = av + (1 — a) z (nachrechnen).

= fly) = f(2) = flav+ (1 - a)z) - f(2)
<af(w)+(1—-a)f(xr)— f(xr) Konvexitdt von f
=a(f(v) = f(2)
<a(M—m) Teil (a)

2(M —m)

2y —
< THZJ_JUH denn o < M

J

Durch Vertauschen von x und y erhalten wir die Behauptung mit L(z¢) :=
O

Wegen Satz 13.8 gilt fiir den Differenzenquotienten aus (13.3) einer konvexen Funk-
tion f: C'— R in einem Punkt z( € int(C):

2 (M—m)
3 .

a0 = 11 (o +td) — f(ao)| < 7 Lxo) o +td — wo]) = Lawo) ]

fiir alle t € (0,46") mit einem geeigneten & > 0.*! ¢(t) ist also auf (0,4’) monoton
wachsend (Satz 13.6) und beschréankt. Damit existiert der Grenzwert

limg(t) = inf q(t 13.4
lmq(t) =, dnf q(t), (13.4)

und wir haben gezeigt:

Satz 13.9 (Existenz der Richtungsableitung).

Es sei zy € int(C). Dann existiert die Richtungsableitung von f im Punkt z; in jede
Richtung d € R™:

df(xo;d) =limq(t) = lim fl@o+td) - f(x0>.

(13.5)
t\0 t\0 t

Merke: Konvexe Funktionen sind im Inneren ihres Definitionsbereiches richtungs-

diffbar.

40Bs gilt a ~ 0, falls y ~ z, und a ~ 2/3, falls ||y — z| ~ 0.
415" kann als Minimum des Kugelradius ¢ (sodass B (z¢) € C) und von §/2 aus Satz 13.8(b)
gewahlt werden.
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Beispiel 13.10 (Beispiele zur Richtungsableitung).

Wir betrachten verschiedene Normen auf R™.

(a) f(z) = ||zl =D i_;|z;|. Dann ist

Of(wyd) =) di— > di+ Y |di]
i=1 =1 =1

;>0 ;<0 ;=0

(b) f(z) = llzlla = (5, |zil*)'?. Dann ist

z'd
f(azd) = { [ 770
2, = =0
(c) f(z) = ||7|lc = max;—1__n|z;|. Dann ist
max j—1i,..n (sgnx;)d;, = #0
df(z;d) = |3 |=l12]l oo
Jred/pes z=0

Lemma 13.11 (Eigenschaften der Richtungsableitung).

Es sei xy € int(C). Die Richtungsableitung ¢ f(xo;-) aus (13.5) hat folgende Eigen-
schaften:

(a) positiv homogen:
df(zo; Ad) = N f(xo;d) fiir alle A > 0 und d € R"

(b) konvex:
Of(xo; Ady + (1 — N)da) < ANdf(xo;dy) + (1 — N)df(xo; da)
fiir alle A € [0,1] und d, ds € R”
(c¢) damit subadditiv:
0 f(zo;dy + d2) < 0f(x0;dr) + 6 f(20; da)
fiir alle dy,dy, € R™
(d) beschrénkt durch die lokale Lipschitz-Konstante aus Satz 13.8:
|0f (2o d)| < L(xo) [|d]|  fiir alle d € R™;
insbesondere gilt d f(x0;0) =0
(e) Lipschitz-stetig bzgl. d:
10 f(z0;d1) — df(x0;d2)| < L(xo) ||dr — da|| fiir alle dy,dy € R™.

Beweis:
(a) Sei d € R", betrachte

(o Ad) = A lim L8 FEAD) = [ (o)

00 Nt = A6f (o3 d).
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(b) Es seien dy,dy € R™ und A € [0, 1] sowie ¢t > 0 hinreichend klein, sodass
xro+tdy, vo+tdyund zo+1t (Ady+ (1 —A)ds) jeweils in C liegen. Betrachte
flzo+t(Adi+ (1= A)da)) — f(z0)
= f(M(zo +tdi) + (1 - )($0+td2)) [ (o)
< A [f(.??o + tdl) - f(.%o)} [ Ty + tdg f(l'o)]

Division durch ¢ > 0 und Grenziibergang liefert die Behauptung.
(c) Es gilt

b

. 0
5 F (o dy + do) 2 26 f(wo; 2y + da)) < 6 (z0;dy) + 0 (xo; da).

Ende 20. V

(d) Aufgrund von Satz 13.8(b) gilt fiir hinreichend kleines ¢ > 0:
| f(zo +td) — f(zo)| < L(zo) t||d].

Mit Division durch ¢ > 0 und Grenziibergang erhalten wir die Behauptung
(e) Es gilt

8 f(zo;dr) — 0f(wo;da) = 0 f(xo;dr) — 6f(xo;di + (da — i)
> 6f(wo;dy) — 6f (o3 dy) — 6 (x0; do — dh)
d
> —L(wo) [|dy — da]

—
~

—~
=

und analog
6 f(wo;dr) — 6 f(wo;da) = 0 f(wo; da + (di — da)) — d f(20; d2)

< 0f (20; do) + 0 (w03 dy — da) — 0f (0; do)

(d)
< L(xo) ||dy — da|

Satz 13.12 (Zusammenhang zwischen Subdifferential und Richtungsableitung)
Es sei 2 € int(C). Dann gilt

(a)
Of (wo) = {s € R": s"d < 6 f(xg; d) fiir alle d € R"}.
(b) Fiir d € R™ gilt:*?

df(xo;d) = Sergfa(iio) s'd.

421y Ubung 11, Aufgabe 47 wird die Darstellung (b) fiir den Beweis einer Kettenregel fiir das
Subdifferential benutzt.
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Beweis: (a) ,,C* Es sei s € 0f(xp) und d € R”. Es sei § > 0 so, dass o +td € C
fir t € (0,9).

= f(zo+td)> f(xe) +ts'd fiirallet € (0,6) Subgradientenungleichung (13.1)
flzo+td) — f(wo)
t
= 0f(zo;d) > s"d

> s'd fiir alle t € (0,6)

,D% Essei s € R" mit s'd < 6 f(z0;d) fiir alle d € R™. Es sei € C beliebig, setze
d =z — xg.

= s'd<f(ze;d) < f(ao + d) — f(xo)

1
S (@) = flao+d) > flwo)+ s d= flag) +5" (¢ — ),

d. h., S € af(ZEo)
(b): Es sei d € R™. Nach Teil (a) gilt
§f(xo;d) > s'd fiir alle s € Of ()

= §f(wo;d) > sup s'd. (%)
s€df(zo)

Ziel: Finde ein s; € 0f (o) mit & f(xo;d) = s, d.

Nach Satz 13.11(c) ist df(xo;-) konvex auf R™. Nach Satz 13.3 existiert also ein
Subgradient s; € R™ an 0 f(x¢;-) im Punkt d, d. h.,

§f(wo;y) > 0f(x0;d) + 84 (y —d) fiir alle y € R" (xx)

wegen (13.4) mit t =1

y=0 = 0>df(xo;d)—szd
= syd > 6f(xo;d)
Satz 13.11(a) T
y=2d = 0f(xo;2d) = " 26f(xo;d) = 6 f(wo;d) + s4(2d — d)

= §f(wo;d) > s5d.
Also gilt s)d = & f(z;d). Noch zu zeigen ist sq € Of (). Aus (xx) folgt
0f (wo;y) = 6f (zo;d) + 54 (y —d) = sjy fiir alle y € R",
d.h., sq € Of(x) nach Teil (a). Aus (x) folgt jetzt

0f(zo;d) > sup s'd>sjd=0f(xo;d),
s€0f(wo)

und das Supremum wird durch s, angenommen, was (b) beweist. 0
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Folgerung 13.13 (Kompaktheit des Subdifferentials).
Es sei 2 € int(C). Dann ist df (zo) # (), konvex und kompakt.

Beweis: Jf(xo) # 0 wegen Satz 13.3. Die Konvexitit und Abgeschlossenheit von
Jf(zo) folgen direkt aus der Satz 13.1. Fiir s € 0f(xo) gilt nach Satz 13.12(a)

s'd < 6f(xg;d) < L(zo)||d| fiir alle d € R"

mit der lokalen Lipschitz-Konstante aus Satz 13.11(d). Mit d = s folgt ||s|| < L(zo),
d.h., 9f(z) ist beschrankt. O

Satz 13.14 (Subdifferential einer konvexen diffbaren Funktion).
Es sei x¢ € int(C') und f diffbar in xy. Dann gilt
(a) 0f(zo;d) =V f(mo)"d fiir alle d € R"

(b) Of(z0) = {Vf(xo)}-

Beweis: Ubung®®

§ 14 Kegel

Literatur: Geiger, Kanzow, 2002, Kapitel 2.2.1

Ziel: Beschreibung von Richtungen in der zuléssigen Menge

Definition 14.1 (Kegel).

Eine Menge K C R” heifst ein Kegel (cone), wenn Az € K gilt fir 2 € K und alle
A > 0. [Kurz: AK C K fiir alle A > 0.] Der Kegel K heifst spitz, wenn 0 € K ist,
ansonsten stumpf.

Beachte: Mit jedem Punkt x € R™ enthélt ein Kegel bereits die ganze Halbgerade
{Az: A >0}

Beispiel 14.2 (Kegel).
Beispiele fiir Kegel sind:
(a) offene Halbgerade {\a : A > 0} mit a € R", a # 0
(b) abgeschlossene Halbgerade {Aa : A > 0} mit a € R, a # 0
(c) offener Orthant {x € R" : z > 0}
(d
(e) der Lorentzkegel K = {(z,t) e R" x R : ||z|| < t}

abgeschlossener Orthant R = {z € R" : z > 0}

)
)
)
)

4?’Ubung 11, Hausaufgabe 26




