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1. Übungsblatt für die Übungen vom 21.10.2024 - 27.10.2024

Mengenlehre, Quantoren

N1 Hausaufgabe (Nachbereitung)
Beweisen Sie, dass fur beliebige Teilmengen 𝐴, 𝐵 und 𝐶 einer Menge 𝑈  gilt:

(𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶) = 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶)

Die blaue und orange Farbe ist nur zur besseren Orientierung da.

1. (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶) ⊆ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶)
Sei 𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶) ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵 ∧ 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐶

⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝐶
⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∪ 𝐶
⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶)

2. 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) ⊆ (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶)
Sei 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) ⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∪ 𝐶

⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∧ 𝑥 ∉ 𝐵 ∧ 𝑥 ∉ 𝐶
⇒ 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐵 ∧ 𝑥 ∈ 𝐴 ∖ 𝐶
⇒ 𝑥 ∈ (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ 𝐴 ∖ 𝐶

Da beide Mengen ineinander enthalten sind, gilt (𝐴 ∖ 𝐵) ∩ (𝐴 ∖ 𝐶) = 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶). ∎

Auf einem Stück Papier lässt sich das auch super mit einem Venn-Diagramm beweisen.

—

Gegeben sind die Mengen 𝐴𝑚 = {𝑛 ∈ ℕ | 𝑚 < 𝑛 ≤ 4𝑚} für 𝑚 = 0, 1, 2, … Geben Sie die
Mengen 𝐴0, 𝐴1 und 𝐴2, sowie die Potenzmengen 𝒫(𝐴0) und 𝒫(𝐴1) als Mengen konkreter
Elemente an. Bestimmen Sie die Mächtigkeit |𝒫(𝐴𝑚)| fur beliebiges 𝑚 ∈ ℕ.

𝐴0 = {𝑛 ∈ ℕ | 0 < 𝑛 ≤ 4 ⋅ 0} = {𝑛 ∈ ℕ | 0 < 𝑛 ≤ 0} = ∅
𝐴1 = {𝑛 ∈ ℕ | 1 < 𝑛 ≤ 4 ⋅ 1} = {𝑛 ∈ ℕ | 1 < 𝑛 ≤ 4} = {2, 3, 4}
𝐴2 = {𝑛 ∈ ℕ | 2 < 𝑛 ≤ 4 ⋅ 2} = {𝑛 ∈ ℕ | 2 < 𝑛 ≤ 8} = {3, 4, 5, 6, 7, 8}

𝒫(𝐴0) = 𝒫(∅) = {∅}
𝒫(𝐴1) = 𝒫({2, 3, 4}) = {∅, {2}, {3}, {4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}, {2, 3, 4}}

Mächtigkeit 𝒫(𝐴𝑚): betrachten der Anzahl der Element in 𝐴𝑚.

Für 𝑚 = 0 ist 𝐴0 die leere Menge ∅.

Für 𝑚 > 0 enthält 𝐴𝑚 alle natürlichen Zahlen von 𝑚 + 1 bis 4𝑚, also 4𝑚 − (𝑚 + 1) + 1 =
3𝑚 Elemente.

Die Potenzmenge einer Menge mit 𝑘 Elementen hat 2𝑘 Elemente. Daher gilt:
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• |𝒫(𝐴0)| = 20 = 1
• Für 𝑚 > 0 : |𝒫(𝐴𝑚)| = 23𝑚
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