Musterlosung

Aufgabe: Welche drei Losungen z € C erfiillen die Gleichung
213
(—') + Z3 =0?
i

Geben Sie die Losung in exponentieller und in arithmetischer Form an.

Losung: Zunachst formen wir die Gleichung um zu:

otf

Damit wird klar, dass die Aufgabe darin besteht die dritten Wurzeln der komple-
xen Zahl —(%)3 zu bestimmen.

Da man die Wurzeln am besten aus der trigonometrischen oder auch exponenti-
ellen Form bestimmen kann, berechnen wir nun Betrag und Argument dieser
komplexen Zahl.

1. Als erstes sollte man % in algebraischer Form als komplexe Zahl aufzu-

schreiben und potenzieren.
(i) Esist
2 2(-i) -2i .
- == —— =2,
1 i(=0) 1
durch Erweitern mit —i, der konjugiert komplexen Zahl zu i. (Man
kann natirlich auch sofort mit %: —i multiplizieren.) Damit erhalt

man

2 3 2 3
(;) =203 =(-132%3 = (-1)8(-i)=8i und —(;) = -8i.



(i) Alternativ kann man auch zunachst Potenzieren und dann zur kom-
plexen Zahl libergehen:

-8i.

_(2)3__2_3__3_§_8(—i> _
i B =i i Q=i

. Nun ist der Betrag und das Argument zu berechnen:

18i] = V0%+82=8

und —8i liegt auf der negativen imaginaren Achse, d.h. ¢ = 37” Die
trigonometrische /exponentielle Form ist folglich

(2)3 ( 3m . 3n) an
—|—=] =8|cos—+isin—|=8e72".
I 2 2

. Zum AbschluB sind die 3. Wurzeln aus dieser komplexen Zahl anzugeben.
Es gilt

n 2k 2k
2k = ﬁ(cos(u)+isin(u)),k:0,1,...,n—l,
n n

3n 3n
4+ 2km 24+ 2km
= \3/§(cos (ZT) + isin(zT)) ,k=0,1,2,

und damit

3= .. 3=m T, . iz
Zp=2|Ccos—— +1isin— :2(cos—+zsm7t2):21:26 2,

2-3 2:3 2

Miom\ . (Z+2n Sm+4m\ . . (3m+4n
z1=2]cos 3 +isin 3 =2|cos 5 +isin

m . Im i ,
=2 cosE+lsmE =2e'6 =—-1,73—1,

Mian\ | (Z+an 3n+8m\ . . (3n+8n
zZo=2]cos 3 +isin 3 =2|cos 5 +isin 5

117 ., 11w j1n ,
=2 cos?+lsm? =2e 6 =1,73—1.

)
)



y =Im(z)
1 Zp
2
ﬂ‘} x = Re(z)
-2 -1 1 2
®
Zl!/zz
-2

Abbildung 1: 3. Wurzeln

In einer Skizze kann man die Wur-
zeln veranschaulichen.

Sie liegen alle auf einem Kreis um
den Ursprung mit dem Radius 2 und
bilden ein regelmaBiges (gleichseiti-
ges) Dreieck.

Fir den Winkel gilt & =120°.



