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1) Ziele des Beweisens in der Schule

Beweisfindung als Problemldsen
nicht Beweisdarstellung!

Bedeutung des einzelnen Satzes ist unwichtig
Beweis von Schilern selbst zu entdecken
Beweis einfach und anschaulich zu flhren

Endziel (Beweis um des Beweisens Willen):

ISt die Aussage allgemeingultig?“ - ,Wie und warum kann aus Voraussetzungen die
Behauptung gefolgert werden?*




2) Zum Beweisen motivieren




Beweisen nur von Aussagen, deren Allgemeingiiltigkeit nicht sofort
ersichtlich ist. [1]

Die Summe aller Winkel in jedem Dreieck betragt 180°.

X+0=X

Unterschied zwischen empirischen Methoden (Zeichnen, Messen, einzelne
Beispiele) und exakten Schliissen verdeutlichen.

Wahrheiten als Voraussetzungen flr andere Wahrheiten:
~Wenn Wechselwinkel immer gleich grof3 sind, dann stimmt auch der Innenwinkelsatz.”

Aha!-Erlebnisse provozieren.
im Dialog: Schiiler an Zweifeln teilhaben lassen




3) Schwierigkeiten bei Beweisen

Zwischen 1964 und 1989 wurde die Beweisfahigkeit der Schiiler nicht ver-
bessert [2]. Ursachen sind u. A.:

fachsprachlicher Ausdruck,

Verwenden von Variablen und Symbolen,

mangelndes sprachlogisches Verstandnis flr Existenz und Eindeutigkeit (z. B. Quantoren),
Uberbetonung der formalen Beweisdarstellung.

Lasst man alle Arten der Argumentation und Begriindung zu, die als schliis-
sig angesehen werden kdnnen, fallen viele Schwierigkeiten weg [3].




4) Stufen des Beweisens




Stufe des Argumentierens,
pramathematischer Beweis

Stufe des inhaltlichen Schlief3ens,

Stufe des formalen SchlieRens




Stufe des Argumentierens

starker Handlungsbezug (enaktiv)
Bezugnhahme auf die Beweisfigur (ikonisch)

kurze, miindliche Argumentationskette,
die andere Uberzeugt

veranschaulichende Hilfsmittel (Modelle, Folien, ...)
kein ,Tieferbohren®, solange es unnotig ist

- aber: die Beweisideen sind ersichtlich und lassen sich auf das
nachsthohere Niveau libertragen.




Stufe des Argumentierens (2)

Der Satz wird oft gemeinsam mit seiner Allgemeingiiltigkeit gewonnen,
weil aus Beispielen auf die Allgemeingultigkeit geschlossen wird.

Unterschied zwischen empirischer Vermutung und Einsicht wird verdeut-
licht.

Beweisverstandnis ist kein Ziel.
Argumente fur die Giltigkeit der Behauptung angeben,
Argumente anderer aufgreifen, weiterfiihren oder widerlegen,
Beweisgedanken verstehen und wiedergeben.




Beispiele

Abzahlungen, z. B. Diagonalen eines n-Ecks /\
n-Eckpunkte, jeder Punkt hat n-3 Diagonalen, < / “;

jede Diagonale ist doppelt belegt,

also n(n—3) Diagonalen.
2
Flacheninhalt durch Zerlegen, Bewegen und Zusammensetzen

Beispiele im Seminar

Gummimodell fiir Dreiecksungleichung
Je straffer, desto langer die Strecke.




Beispiele

Innenwinkelsumme bei Dreiecken

—

-




Stufe des inhaltlichen SchlieRens

Idee der Allgemeinguiltigkeit steht im Vordergrund

schriftlicher, umgangssprachlicher Beweis
Beweisidee (samt genutzter Satze),
Folge der Beweisschritte (moglichst Itickenlos),
Bezug auf die Beweisfigur,
Begrindung der Beweisschritte (nicht ausfthrlich).




Beispiele

Beispiel 5: Winkelsummensatz fiir Dreiecke

Beweis*: -
Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC. Fithre 2By ..
jeweils eine Punktspiegelung des Dreiecks am
Mittelpunkt A/ der Seite AB und am Mittel- &
punkt N der Seite BC durch.

Du erkennst:

(1) a'"+ y+ p'=180° da bei C ein ge-
streckter Winkel entsteht. b2 ; YR
(2) a'= «a, da (a, a') ein Wechselwinkelpaar ist.

3) p'= B, da (f3, p') ein Wechselwinkelpaar ist.

Du darfst wegen (2) und (3) in Gleichung (1) nun &' durch @ und g’ durch
ersetzen. Du erhiltst: & + g+ y = 180 °,
Damit haben wir bewiesen, daB in jedem Dreieck die Summe der WinkelmaBe der

drei Winkel /80 °betrigt.




Stufe des formalen SchlieRens

Der Beweis und -prozess dient vorrangig, um den konsistenten Aufbau der
Mathematik zu zeigen.

Axiome oder bewiesene Satze als Voraussetzung

Ziele:
notierbare Beweiszeilen, die deduktiv und logisch schliissig aufeinanderfolgen,
Uberprufung auf Schlissigkeit und Liickenlosigkeit,
Verfeinerung eines gegebene Beweises,
Vergleich und Bewertung zweier gegebener Beweise.




Beispiele

Beispiel 7: Winklsummensatz fiir Dreiecke

I.Beweis: L A I R s
Voraussetzungen : Ao /N o

(1) ABC sei ein Dreieck P S &8 e ﬁiii‘étﬁ‘*'ﬁ‘

(2) g sei die Parallele zu AB durch C pe D Sl
Folgerungen A AN N

(3) (@, a') ist ein Wechselwinkelpaar T e .| ‘“‘ﬁ

(4) (ﬂ' ﬂj lSt ein chhselwirﬁcelpaar RS TORT AR S Ry S e a  RE

6) a=a (3, 1)

6) B=p (4, S1)

(N a+y+p'=180° (Beweisfigur, S2)

@®)a+y+p=180° (5,6,7) '

Benutzte Scitze:
(S1) Wechselwinkelsatz
(S2) Jeder gestreckte Winkel hat das WinkelmaB 780 °




5) Beweisen im Unterricht




»Nicht durch haufiges Vorfiihren und Wiederholen
von Beweisen, nicht durch sofortiges zielgerichte-
tes Hinsteuern zum strengen, ausgefeilten Bewelis,
nicht durch sofortige Einengung beim ersten An-
lauf, die die Selbsttatigkeit ersticken®, [lehrt man
Beweisen.]




»Man lernt Beweisen durch selbstandige Beweisver-
suche. Freilich [...], ohne die koordinierende, steu-
ernde und erganzende Hilfe des Lehrers geht es
hicht.” [4]




Finden einer Vermutung,

Erschaffung einer Beweisidee,
Formulierung des Beweises.
Didaktische Methoden.




Die Vermutung

Vermutung finden
klare Eingrenzung des Problems durch feste und variable Eigenschaften
unterschiedliche Beispiele betrachten
Ergebnisse protokollieren
nach Gemeinsamkeiten der Einzelfalle suchen
Vermutung belasten
zufallig gewahlte Langen, Strecken, Winkel prifen
Extrembeispiele einbeziehen

Vermutung prazise formulieren




Die Beweisidee

Aktivierung von hilfreichem Wissen,
z. B. Systematisierungen, Konstruktionsregeln, Rechenregeln

Identifikation von mathematischen Konzepten,
z. B. Kongruenz, Strukturgleichheit

plausible Zwischenbehauptungen erzeugen und mit Argumenten verbinden.




Strategien zur Findung von Beweisideen

Strukturierung der Problemsituation, z. B. in einer Skizze
Voraussetzungen, Behauptungen

Sammeln von potenziell hilfreichen Aussagen in einer Stichwortliste

Einzeichnen plausibler Hilfslinien fiir weitere Informationen liber die
Problemsituation

Vermutungen in der Skizze kennzeichnen

Uberpriifen an anderen Skizzen!

Protokollieren bewiesener Teilschritte




Der Bewels

Auswahl geeigneter Argumente und Erzeugung einer deduktiven Kette.

formale Kriterien
- Durcharbeiten fertiger Beweise
zulassige Argumentationen

- Lehrer als Instanz,
- Verknupfung der Beweisideen im Klassengesprach

Grundlage ist die Beweisidee mit Zwischenbehauptungen.
Schwierigkeiten sind die gro3e Informationsfiille und -vernetzung.




Didaktische Methoden

explorativ-induktive Gedankenspiele

z. B. dynamische Geometriesoftware, Konstruktionswerkzeuge, Schere, Papier, Stift, ...
Partner- oder Gruppenarbeit

Impulse innerhalb der Gruppe,

Zeit zum Nachdenken

~Schutzraum® fur Irrwege und Sackgassen
Klassengesprach zur Sammlung und Diskussion

klare Argumentationsregeln tben

Zweifel wecken und ausraumen lassen




Hilfen fir lernschwache Schiiler

sLernschwach“ heif3t hier, dass das nétige Wissensnetzwerk nicht zur Verfii-
gung steht.

Nutzung der Protokolle aus der Vermutungsfindung und der Beweisideensammlung,
Texte, die Beweise umgangssprachlich begrindet darstellen

Nutzung einer Beweisfigur oder Skizze,

Beweispuzzle aus fertigen Argumentationsschritten

Reihenfolge bestimmen,
uberflissige Argumentationsschritte aussortieren.




Exkurs: Beweisverstandnis

1) Jeden Beweisschritt begriinden kdnnen.
— Axiome und Satze nennen

2) Beweisidee in wenigen Worten vermittein.
— auch leicht veranderte Beweisfiguren korrekt nutzen kbnnen

3) Beweisidee libertragen und verallgemeinern
— Veranderungen von Voraussetzungen und Behauptungen beurteilen




6) Fazit

Beweise sind nur dann erforderlich, wenn das Beweisbedirfnis bei Schiilern
geweckt ist.

LStimmt das?“ - ,,Wie kommt das?“

Zum Beweisen sind hochgradig vernetzte Informationen nétig: lber die Sa-
che und lber zulassige Argumente.

Beweisideen erfordern geistigen Frei- und Schutzraum fiir die Schiiler

Der Lehrer fungiert bei der Beweisfiihrung als Instanz fiir zulassige Argumen-
te und Verkniipfungen.
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