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7. Ubung: Kurven- und Oberflachenintegrale (L&sungen)

Aufgabe 1

(a) Bestimmen Sie eine Flugbahnkurve vom Nord- zum Sidpol,
bei der Sie die Erde einmal in West-Ost-Richtung umrunden. s
An welcher Stelle ist das skalare Wegelement bzw. die Ablei-
tung der Bahnkurve maximal? o
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Hinweis: Wir nehmen den Erdradius mit 6400km an und den  °
Erdmittelpunkt als (0,0,0) .
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(b) Berechnen Sie die Bogenlange der Kurve

o
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~(t)=| mcos2t |, 0<t<m.
7 sin 2¢
Hinweis: Es gilt/ ! d inh(x)
N ———— dX = arsinn(x).
Vi i1

Lésung:

(a) Ein solcher Weg ist z.B.

r cost sin %

()= | rsintsint |, 0<t<2m
T cos §

Hierbei gilt
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Dieser Ausdruck wird maximiert, wenn | sin §| maximal wird, was genau bei t = 7 geschieht.
Maximale Geschwindigkeit hat man also im Punkt (—6400, 0, 0).

(b) Es gilt

7' ()] = /(2t)2 + (=27 sin(2t))2 + (27 cos(2t))2 = \/4t2 + 472

Mit der Formel aus der Vorlesung (Folie 200) erhalten wir mit partieller Integration
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Wir teilen durch 2, addieren das erste Integral und erhalten

i =7VarT us W* = V2712 4+ 72 |arsin t )
2 [ VE = o 4 mdt Vot ¢ [ h<ﬂ)h
= mV272 + 7% (arsinh(1) — arsinh(0)) = 7%(v/2 + arsinh(1))
(= (V2 +In(V2 +1))).

Aufgabe 2

(a) Berechnen Sie die Bogenléange der Kurve mit Parametrisierung

acos’t
asin®t

y(t) = [

]7 0<t<

o] 3

Hierbei ist a > 0 zu wéhlen. (Anm.: Es handelt sich um den Viertelbogen einer Astroide.)

(b) Berechnen Sie das Integral der Funktion F(z,y) = [0,y]” langs des Astroidenbogens aus
Aufgabe (a) auf direktem Wege.

(c) Bestatigen Sie mit der Integrabilitatsbedingung, dass es sich bei F' um ein Potentialfeld han-
delt und bestimmen Sie ein zugehdriges Potential (d. h. eine Stammfunktion).

(d) Bestimmen Sie das Integral aus Teil (b) mit diesen Erkenntnissen erneut.

(e) Was ist der Wert des entsprechenden Arbeitsintegrals [ F'(z) dz langs der geradlinigen Ver-
bindung vom Anfangs- zum Endpunkt des Astroidenbogens?

Lésung:
(a) Esqilt

17 (#)||* = (=3acos® tsint)? + (3asin®t cost)? = 9a? cos® tsin? t (cos? t + sint) = 9a® cos® tsin® ¢
—_—
=1

= |7/ (#)|| = 3acostsint.

Und damit
/2 /2
L= /lds = / 1Y ()]|dt = Z%a / 2sintcostdt = 3?a [sinzt]g/2 = 3?a
vy 0 0
(b) Es gilt
/2 /2

= x)dx = Ty = - (=3a cos? t sin asin®t) - (3asin® t cos
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(c) Esqilt

or _ ok,
oy Oz

Damit sind die Integrabilititsbedingungen erflllt. Es gibt also ein Potential V(x,y) mit
VV(z,y) = F(z,y).

Vil(z,y) = Fie,y) =0= V(e,y) =Cy) = V, = C'(y) =y = V(e,y) =Cly) = 5 +¢

Alternativ kann man das Potential auch Uber das Arbeitsintegral fiir die Kurve

'y(t):[g] 0<t<1

bestimmen:
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Mit V(0,0) = c ergibt sich das selbe Potential.
(d) Mit dem Potential V (z,y) = y?/2 ergibt sich:

7(0) =[a 0]
Y(m/2) =0 a]"

a®> 02 a®

/F(a:)d:z: V(0,a) — V(a,0) = RS )

(e) Dain einem stetigen Potentialfeld das Arbeitsintegral nur von Anfangs- und Endpunkt abhangt,
andert sich der Wert des Arbeitsintegrals nicht, wenn man sich anstatt auf dem Astroidenbo-
gen geradlinig von Anfangs- zum Endpunkt bewegt.

Aufgabe 3

Man berechne das Arbeitsintegral iber F(z,y) = [zy?, > — 4?] entlang des Weges 3> = 3z von
(0,0) nach (3, 3) sowie entlang des Streckenzugs von (0,0) — (3,0) — (3, 3).

Losung:
Es ergibt sich die Kurve v, (t) = (¢,+/3t), t € [0, 3], mit v} (t) = [1, ?\f/] ergo
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sowie
3 3
/ F(a:)da::/ [t.02,t2—02]-[1,0fdt+/ [3-42,32 — 2] - [0,1] " dt
Y2 0 0

1 3 1 3
:/ Odt+/ 32—t2dt:9t—7t3‘ —927-9=18
0 0 3 0

Aufgabe 4

Untersuchen Sie die folgenden Vektorfelder, ob diese Potentialfelder sind und geben Sie ggf. die
Potentialfunktion an:

(@) F(z,y,2) = [1,1,1]T,  (b) F(z,y,2) = [22,2y,0]",  (c) F(z,y,2) = [yz,zz,2%]".

Lésung:

() Esgilt 5 (x,y,2) = G (z,y,2) = G2 (x,y,2) = 0, ergo ist F ein Potentialfeld. Wir erhalten

als Potential

Viz,y,z) = 2+C(y, 2), Cyly,z) =1 = C(y,z) = y+C(z), C.(2)=1 = C(z) = z+c

alsoV(z,y,z) =x+y+z+c

(b) Es gilt
OF (o OF OF, o _OF Oy 0P
aiy(xayaz) =0= 8!1) (ZE,Z/, Z)v 82 (fCay,Z) =0= 8$ (J;ay7 Z)? a.fL' (ZL‘,y,Z) - - 8y (l‘,y, Z)7

ergo ist F' ein Potentialfeld. Wir erhalten als Potential
V(z,y,2) = 22+C(y, 2), Cy(y,2) =2y = C(y,2) =y*+C(2), C.(2)=0 = C(z2)=c
also V(z,y,2) =22 + 9% +c.

(c) Esqilt

OF, OF, Ry

0F;3
_ = = — — Qr = —=
83/ (wayvz) z Oz (iC,y,Z), B (9573/7 Z) Yy 7& x

ax (x7 y? Z)?

ergo ist F' kein Potentialfeld.

Aufgabe 5
Berechnen Sie die Oberflache einer dreidimensionalen Kugel mit Radius r > 0.
Lésung:
Aus den Kugelkoordinaten erhalten wir die folgende Parametrisierung fiir die Kugeloberflache:
rcos ¢ sinf
D ={(¢,0):¢€0,2m),0 € [0,7)} ®(¢,0) = | rsing sinf
rcosf

Es folgt

ty = [—rsing siné,rsin ¢ cos#, O]T , tg = [rcos¢ cosf,rsin¢ cosf, —rsin H]T



und damit

E(¢,0) = t;td, = 12 sin% 0
F(¢,0) :==tjty =0
G(9,0) := t;—tg =72

Ergo

27 T 27 T T
— _F? = 4sin20de dh = 2 ¢inhdo
0] /O /0 VE($,0)G(¢,0) — F2(¢,0)dp do /0 /0 Virdsin? 0d¢ o /0 r? sin

= 2772 /7r sin 6 df = 27r? [— cos&‘g] = dmr?.
0

Aufgabe 6

Zeigen Sie, dass das Paraboloid

P={(z,y,2)" €eR3: 222 44> =z;z,y € [-1,1]}
und das Hyperboloid

H={(z,y,2) eR®: 2?2 — 2% =22,y e [-1,1]}

den gleichen Oberflacheninhalt besitzen.
Lésung:

Die Parametrisierung der Oberflache des Paraboloids ergibt sich zu

D =[-1,1? O (u,v) = |: 1; ]

2u? 4 v?

und damit ®(u, v) = (u,v, f(u,v)) mit f(u,v) = 2u® + v2. Ergo

1 1 1 1
o= [ [ ViFRuo T ueddo = [ [ V62 07 dude
—1J-1 -1J-1

Analog fir das Hyperboloid

D=[-1,1* ®(u,v) = |: 1; ]

u? — 202

und damit ®(u, v) = (u, v, f(u,v)) mit f(u,v) = u? — 2v%. Ergo

1l 1 1
O—/ / \/1+f3(u7v)+f3(u,v)dudv—/ / \/Wdudv.
—1J-1 -1J-1




