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1. Ubung: Potenz- und Fourierreihen (Musterldsung)

Aufgabe 1

Bestimmen Sie Konvergenzradius und Konvergenzintervall zu folgenden Potenzreihen.
S n S 3)n o0 n o0

a2 Y gy o oY alan
n=1 n=1 n=1 n=1

Wiederholung: Kurze Erinnerung an punktweise und gleichmaBige Konvergenz, Cauchy-Hadamard,
Waurzel- und Quotientenkriterium fir Konvergenzradius

Lésung:

(@) Y ,>1 % Quotientenkriterium:

Betrachten Grenzfalle:

» Fir 2z = —1 konvergiert Reihe 2@1(—1)”% nach Leibniz-Kriterium.
* Fir « = 1 erhalten wir die harmonische Reihe ) -, % (Divergenz).

Konvergenzintervall: I = [—1,1).
(I (xjgf)n. Quotientenkriterium:
1)2 2 1
R= lim T LA S S
n—00 | Ap41 n—o0 n n—oo n

Betrachten Grenzfalle:

* Firz = -3 — 1 = —4 konvergiert Reihe > _, -, (_n# nach Leibniz-Kriterium.

* Firz = -3+ 1 = -2 ist es die Reihe }_, -, # welche ebenfalls konvergiert (siehe
Mathematik ).
Konvergenzintervall: I = [—4, —2].
(€) Yns1 L. Wurzelkriterium:
1 n 1
R g Vienl = g Vo= g 5 =0

Also R = +o00 und somit: Konvergenzintervall: I = (—oo, +00) = R.

(d) >_,>1n!- 2" Quotientenkriterium:

! 1
= lim i i

R:hm —_— = Im — =

n—o0

an+1

Konvergenzintervall: I = {0}.



Aufgabe 2

Entwickeln Sie die folgenden reellen Funktionen um die Stelle xy = 0 in Potenzreihen und geben
Sie deren Konvergenzradius an.

a) filr) = D R =1+22+e® o fsr)=5%  d) fule) =In(l +a)

Hinweis: Nutzen Sie bekannte Potenzreihenentwicklungen.

Wiederholung:
x’l’L
T __
e’ = Z e rzeR,
n>0
— = Z:c" lz] <1
n>0
Zanm—xo) = f'(z Znanx—xo -1
n>0 n>1
Ldsung:

fi(z) = 1 +1x2 =1- (1_:62) = Z(—l)”x%.

n>0

Konvergenzradius R = 1 (z. B. Gber Wurzelkriterium mit lim sup
oder: geometrische Reihe konvergiert < | — 22| < 1 & |z| < 1)

folx) =142+ =1+22 —{-Z (22)" = 2 4 2 + 32° —}—Z—:L‘

n>0 ! n>3

Konvergenzradius R = +oo (da e* auf R konvergiert oder (iber Quotientenkriterium).

l-= 1 1 2 22l
fa(@) = T = T~ P g = DT = 2 (e = Y ana”

n>0 n>0 n>0
mit

1, 2 eNoderH eN
Ap =
—1, sonst

Konvergenzradius R = 1 (siehe Aufgabe a).

fa(w) = (1 +2) = fi(2) = 71— und fo(0)
und mit . 1
0= 5 = oo~ L

folgt (wegen f4(0) = 1)

n>0 n>1

Konvergenzradius R = 1 (z. B. Gber Quotientenkriterium).



Aufgabe 3

Geben Sie fiir folgende Potenzreihen die Summenfunktion sowie das Konvergenzintervall an.

o0 r—2)" o0 n o) non [e%e) " n 00 N gt
a) > £4§§17 b) zgsz c) Y. (—=1)"z d) Z;1£42%27 o) 3 (n41)zn+!

n!
n=0 n=1 n=1

Lésung:

(@)

f(:r)=z(x;n2ylzz<x;2>n:1_lr—2 -5

n>0 n>0
Konvergenzintervall: I = (—1,5) (geometrische Reihe konvergiert fur |xT_2] < 1, oder Uber
Quotientenkriterium).
(0) .
@)=Y =3 (@) =y

n>0 n>0
Konvergenzintervall: I = (—1, 1) (wie in Aufgabe 2(a), oder z. B. ber Quotientenkriterium fir
PRiny = 22 und v1 = 1).
()

F@) =S =Y () — 1= 1=

= = 14+ 1+

Konvergenzintervall: I = (—1, 1) (geometrische Reihe konvergiert fir | — x| < 1).

(d)
f(a:)zzi(ﬂm :ZLJJ) —1=e""-1

n! n!
n>1 n>0

Konvergenzintervall: I = R (z. B. Uber Quotientenkriterium).

(e)

_ n+1 nt+l _ .2 1 n—1 1 n
f(:c)—z =g Z(n_l)!a: —I—:L‘Zax

n>1 ’ n>1 n>1
n
T 1
:$QE —+x§ —a" -z
n! n!
n>0 n>0

= (2% + z)e” — .

Konvergenzintervall: I = (—o0, +00) (z. B. Gber Quotientenkriterium).

Aufgabe 4

Es sei g(z) := 22 fir —7 < = < 7. Bestimmen Sie die Fourierreine der 2r-periodischen Fortsetzung
von g auf R.

Wiederholung: Fourierreihen.

Lésung: Aufgrund der Symmetrie von g(x) = x? erhalten wir eine Kosinusreihe als Fourierreihe. Es

ergibt sich




sowie fur k € N mittels 2facher partieller Integration

1 ™ 2 0 2 ™
ay = Tr/ﬂ' 2% cos(kx)dx = ;—Wsin(kzm) 7r—7r/7r %sin(kzw) dz
—_—————
=0
2 T 2 4
= % cos(kz)| — 7rk2/ cos(k z) dz
—r -7
=0
4
und
b ! /Tr 2 sin(k x) dz v cos(k x) ’ ’ x cos(kz)dx
= xz” sin(kz)de = — — - —
k T™J_n km —r T™J-m
=0
1
=% (7r2 cos(km) — 7 cos(—km)) = 0.
T
Folglich erhalten wir die Fourier-Reihe
1 o
g(x) = 5772 + Z (—1)]“—2 cos(kx).
k=—0o0

Aufgabe 5

Gegeben ist eine 27-periodische Funktion f : R — R mit

m, fir —7m <a <0;
f(x)'_{ z, firo <z <.

lhre Fourierreihe werde mit f(z) bezeichnet. Geben Sie f(37) und f(4r) an.

Lésung: Wir wissen gemaf Satz XX der Vorlesung (weil f stiickweise stetig differenzierbar ist)

flao) = : < lim f(z)+ lim f(x)) , Vxo € R.

2 \z—zo— T—x0+

Aufgrund der 27-Periodizitat von f (und damit auch von f) folgt

2 \z—m— T—>—m+

fam) = jm = 3 (tim s+ 1im_j(0))
BT R

bzw.

Fiam = 70 = 5 (i 70+ tim f))

3

1 . . 1
—zQE&W+£ﬁﬂ>—2“+m—z'

NOTIZ: Evtl. grafische Darstellung dieser Grenzwerte oder Nachweis bzw. Diskussion, dass f auch
2m-periodisch moglich.



Aufgabe 6
Es sei eine 27-periodische Funktion gegeben durch

z+m, fir —7<2x<0,
-}

m—x, fUr0<ax<m.

(a) Ist die Funktion f gerade oder ungerade?
(b) Bestimmen Sie die Fourierreihe von f.
(c) Nutzen Sie die berechnete Fourierreihe um

1

2 (2k — 1)2

k=1

zu bestimmen.
Losung: Man sieht leicht, dass f(z) = 7 — |z| fir |z| < 7.

(a) Eine Skizze verdeutlicht schnell, dass diese Funktion gerade ist.

(b) Die Fourierreihe von f ist eine Kosinusreihe:

0

by, = % ’ f(x) sin(kz)dz = 71r/ (z+7) sin(kz)dx + i/oﬂ(w —x) sin(k x) dz

0

™ 1 s
:/ sin(k x)dz +— / xsin(kz) dx —/ x sin(k z) dzx
—T s . N—— 0

=(—xz)sin(—kzx
—_— (~2)sin(~ k)

_ % (/Oﬂxsin(kx)dx—/oﬂx sin(kx)dx) ~0.

Insbesondere erhalten wir

1 [ 1[0 1 [ m 2 [T
ap = — flz)dz =~ (x +m)de + — (m —x)dz = 1dx — — zdx =7
™ 0 T 0

L p—— L - -

sowie fir £ € N mittels Symmetrie der Kosinusfunktion

i 0 i
ay = 1 f(z) cos(kz)dx = 1/ (x 4 m) cos(k z)dz + 1/0 (m —x) cos(k z)dz

L - L - us

i 1 0 s
= / cos(kx)dx + — / x cos(kzx) dx— / x cos(k ) dx
n e e 0

- =—(—2z) cos(—kx)

™ 2 ™
—/ cos(kx)dx — / x cos(kz)dx
0

- s

wobei . . )
/ cos(kzx)dx = % sin(kx)| = E(O —0)=0.

— —T



und (mittels partieller Integration)

™

1 ™
o_k/o sin(k x) dz

/ x cos(kx)dx = z sin(kx)
0 k

=0
1 1 X —2. kungerade,
= —cos(kx)| = <((-1D)"—1)= k
k2 (k) 0o k2 ((=1) ) {0, k gerade.

Insgesamt erhalten wir als Fourierreihe also

) =2+ 7T(21f—1)2 cos((2k — 1)z).
k=1

(c) Es folgt aufgrund der Stetigkeit von f, dass

> 1 7o > 4 w2 T w2 w2
kzzlmk—n? T4 (2 *kzzlw“’s((% W) 305 =%
Aufgabe 7

Die Fourierreihe einer Funktion f : [—m, 7] — R,

f(z) = % + Zak cos(kx) + Z by, sin(kx),

k=1 k=1
kann man auch mittels der komplexen Exponentialfunktion darstellen:

[e.e]

f(z) = Z cp, e

k=—o00
(a) In welchen Zusammenhang stehen die Koeffizienten ag, by und ¢ ?

(b) Berechnen Sie mittels der komplexen Fourierreihe die Koeffizienten ay, by, der trigonometri-
schen Fourierreihe von

f(z) =€, x € [—m, 7).

Lésung:

(a) Wir erinnern uns: ¢’** = cos(kz) + sin(kx) i. Es folgt mittels der Symmetrie von Kosinus und
Sinus

[e.o] [e.o] [e.e]

k=—o0 k=—o0 k=—o0

=co+ Z(ck + c_g) cos(kzx) +i Z(Ck — c_p) sin(kx)

k=1 k=1
' a oo oo
= ?0 + ; ay cos(kx) + ; b, sin(kx)

Wir erhalten als Bedingung cp = % und fir k € N

C + C_ = ag, i(Ck — C_k) = by.



Wahlen wir als Konvention ¢, = ¢, so folgt direkt fir k € N

1 1
Re(ck) = iak, Im(ck) = —§bk
und es gilt insbesondere fiir k € N
1 " —ikx
k= — flx)e dz
2 J_,

(b) Zuné&chst erhalten wir fir f(z) = e®

ag 1 [7 em—e ™
= — = — d =
=7 =9, ) J@de o

Ferner bestimmen wir die Koeffizienten ¢, & € N, nach obiger Formel:

1 o(1=ik)z T

_ 1 N —ikx _ 1 N (1—ik)x _
=5 | f@e dwzw/ﬂe o= a = .

. 1 w  —tkn _ _—m ikTw
~ 2w (1—ik) (eme ).
Da e™*™ = cos(kn) + i sin(kr) = (=1)F = e fir k € 7Z, folgt

. kC() 1+Zk'
= (=" 5 1+ k2

bzw. firk ¢ N ) .
- (-1 k - b = (—1 k+1 v
ar = ( )a01+k2’ k= (-1) @ 173

Insbesondere gilt also flr z € (—7, )

eT—e |1l X (—1)"
r _ — - - _ -
e’ = - 5 + 7521 T2 (cos(nz) — n sin(nz))



