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2. Ubung: Integralsatze

Aufgabe 1

Berechne alle Doppelpunkte der Kurven

sin(t)

a) F::{a:(t)::[ 2 ]:te]R},

b) T i= {x(t) = [Sjgl((;g)] .t e [0,2q]).

Lésung: (a) Wir suchen 2 Argumente t; # to, die folgende Gleichungen erfiillen:
sin(ty) = sin(ty), 12 = t3.
Die letzte Bedingung liefert sofort to, = —t1, denn der Fall t5 = ¢; soll ausgeschlossen werden. Die
erste Bedingung ist dann erfllt, wenn
Fall1:ty =t1 +2km, ke Z

Zusammen ergibt sich
to=—t1=t1+2km = t1=—k~7

Also haben wir Doppelpunkte fir ¢, = k7 und ty = —k 7, und zwar z(t1) = (0,k>72) .
Fall2: ¢t =71 —t1 + 2k = (2]{3+1)7T*t1.

Beide Bedingungen zusammen liefern
t2:—t1:(2/€—|—1)7r—t1 = 0:(2/€—|—1)7T,

was einen Widerspruch darstellt. Der zweite Fall liefert also keine weiteren Doppelpunkte.
(b) Durch Ausprobieren z(0) = z(7) = z(27) = (0,0)" stellt man fest, dass (0,0) " Doppelpunkt
der geschlossenen Kurve T ist.

Aufgabe 2

Uberpriife mittels Satz 13.8, sowie {iber Berechnung des Kurvenintegrals iiber die geschlossene
Kurve K = {(z,y) € R?: 22 + y? = 1}, ob folgende Vektorfelder Potentialfelder (Gradientenfelder)
sind:

x zy 2242 |

(a)v<x7y>=[y], (b)v(w,w:[‘”*ﬂ, (© v(w,y) = —— [‘y]

Lésung:

Voriiberlegung: Ein Vektorfeld v: R™ O D — R" hei3t Potentialfeld (oder Gradientenfeld), wenn
ein Skalarfeld ¢: D — R existiert, sodass v = V¢ gilt. In Mathematik Ill haben wir dies ausgenutzt



um Kurvenintegrale zweiter Art zu berechnen. Sei dazu C eine regulére Kurve mit Startpunkt a und
Endpunkt . Dann muss gelten:

[ vde = o) - sla),

c
das heif3t, das Kurvenintegral ist Wegunabhéngig, da deren Wert nur von Start- und Endpunkt ab-
hangt. Insbesondere folgt daraus auch fir geschlossene Kurven C- fc vdx = 0.

Um zu testen ob v ein Potentialfeld ist nutzen wir die Bedingung aus Satz 13.8 und Uberprifen die
Symmetrie der Jacobi-Matrix. Ist der Definitionsbereich einfach zusammenhéngend ist dies sogar
ein hinreichendes Kriterium flr die Existenz eines Potentials.

(a) v ist auf ganz R™ definiert, damit ist der Definitionsbereich einfach zusammenhangend. Ferner
ist die Integrabilitdtsbedingung erfullt:

o' (z,y) = [‘f (ﬂ .

Aus der Wegunabhéngigkeit des Kurvenintegrals zweiter Art folgt sofort fK vdx = 0. Dies rechnet
man auch leicht nach:

/K vdz = /0 : [i;‘;((?)] - [CZIS‘ZE;)] dt = /0 "= sin(t) + cos2(t))dt = 0.

(b) Die Jacobi-Matrix des Vektorfeldes v lautet
, !

Diese ist nicht symmetrisch, also kann v kein Potentialfeld sein. Die Rechnung ber das Kurvenin-
tegral zweiter Art zeigt auch

Jorae= [ [t [ty )
— /0 T (— cos(t) sin(t) — sin®(¢) + cos? () sin(t)) dt = —r,

was die Tatsache, dass v kein Potentialfeld ist, bestatigt.
(c) Die Jacobi-Matrix lautet

1 [ 2ry  y? — xQ]

’U($,y) = ( yQ o 33‘2 _me

22 + y2)2

und ist symmetrisch. Der Wert des Kurvenintegrals lautet

/K vda = /0 o [_Cf):(lg)] . [_Cf):(lt(ﬂ dt = /0 i (8) + co(£))dt = 2m

Ist das ein Widerspruch zur Theorie?

Antwort: Nein, denn der Definitionsbereich von v ist R? \ {0} und damit nicht einfach zusammen-
hangend. v ist dann kein Potentialfeld.

Aufgabe 3



Berechnen Sie die Flache, die von der Kurve

Y(t) = [

berandet wird. Benutzen Sie den Satz von Green bzw. die Flacheninhaltsformel.

cos> t

<t <
singt] 0<t<2m

Lésung: Wiederholung: D € R?, v : D — R? stetig diffbar, B ¢ D Bereich mit positiv orientiertem
Rand, der aus endlich vielen geschlossenen Kurven besteht.

/ e :/ [(%Q(m,y) B le(w,y)] dF
B B Ox dy

Flacheninhaltsformel: 0B = « : [tq, t] — R%,~v(t) = (x(t), y(t))T

Satz von Green:

F(B) = /B dF = % /t "y () + 2ty (1)) dt.

Wir wenden die Flacheninhaltsformel an mit z(t) = cos®t,y(t) = sin®t. Somit ist 2/(t) =
—3cos?tsint sowie y/(t) = 3sin?tcost. Durch Nutzung des Additionstheorems des Sinus und
partieller Integration folgt

3 2w 3 2m 3 27 1 2
F=— / sin? t cos? t 4 sin? t cos™ tdt = = / (sintcost)®dt = = / —sin(2t) | dt
2 Jo 2 Jo 2Jy \2

3 [ 3 [ 3 1 o3
= 8/0 sin?(2t)dt = 16 J, sin? zdz = 6 [; - isinzcos ZL =3

Aufgabe 4

Uberpriifen Sie den Satz von Green, indem Sie die folgenden Kurvenintegrale f7 vdx einmal direkt
und einmal als Doppelintegral Gber den von der Kurve v eingeschlossenen Bereich berechnen:

a) v(z) = [x;yy] , 7 sei das Dreieck mit den Eckpunkten (0, 0), (1,0), (1, 3),

a2
b) v(x) = [ ;é } , 7 sei der Kreis mit Radius 3 um den Koordinatenursprung.

Lésung:

a) Wir berechnen zunéchst das Kurvenintegral zweiter Art direkt. Daflr nutzen wir die Parametri-
sierung

w =[] =]z wo0=[;75] ccpn

Somit ergibt sich fur das Kurvenintegral

/vda::/ 'vd:c—i-/ 'vda:+/ vdx
Y 7 Y2 73
1 1 1
t] [1 1-3t] [o 1—t—3+3t] [-1
L)oo 1) Bl [ |-
L)oo 1) Bl [0 =a ) [
1 1
:/ t+9t1+t+33t3(33t3t+3t2)dt:/ —7 + 26t — 9t*dt
0 0

= [Tt + 1362 - 3¢%], = 3.



Mit Hilfe des Satzes von Green kénnen wir das Kurvenintegral auch auf das folgende Bereichin-
tegral zurlickflihren

1 3x 1 1 3x 19
/vd%z/ / y—l—ldyd:vz/ [yQ—i-y} dx:/ “2% 4 3xdx
~y o Jo 0o L2 0 0 2
1

_13.3,3 2| _
—[2x —|—2x]0—3.

b) Wir parametrisieren den Kreisrand mittels Polarkoordinaten:

_|3cost ro | —3sint
’Y(t)_ [3811125] :>’Y(t)_ |:3COSt:| te [O’2ﬂ'

Folglich erhalten wir fir das Kurvenintegral

2 2 o . 27
/'vd:c :/ [ QSII; 1 : [ 3s1nt} dt:27/ sin® t 4 cos® tdt
. 0 9cos“t 3cost 0
27
= 27/ (1 —cost)sint + (1 —sin?t) cos tdt
0

27
= 27/ sint — cos® tsint + cost — sin® t cos tdt
0

1 5 . 1 4 21
=27 |—cost+ —cos’t+sint — —sin° ¢ =0.
3 3 0

Uber den Satz von Green ergibt sich das Integral

3 V9—1z2 3 2w
/ / 2z + 2ydydx = / / 3r(2r cos ¢ + 2rsin )depdr
—3J—vo—22 0 Jo

3 2
—6/ rzdr/ cos ¢ + sin pdy = 0
0 0

Aufgabe 5
Gegeben sei die Kugelkappe

S ={(z,y,2) €ER®: x=2cospsinb,y = V2singsin, z = V2 cos b, p € [0,27],0 € |0, %]}

v besitzt das Vektorpotential w = (xz, 2y, yz)T. Berechnen Sie den Fluss von v durch S. Hilft Innen
hier méglicherweise ein Integralsatz?

Lésung: Wiederholung: Stokesscher Integralsatz im R3: v : M — R3 stetig diffoar mit M C R3
offen, S sei regulares Flachenstlick in A/ und von einer geschlossenen, reguléren, orientierten Kurve

0S5 berandet, dann gilt
f vdex = / rot vdO.
as s

Mit der Beziehung v = rot w und dem Stokesschen Integralsatz ergibt sich fir den Fluss

/de:/rotde: wdz.
S S oS




Die Randkurve der Kugelkappe erhalten wir fiir 6 =

> daraus folgt die Parametrisierung
V2 costsin z [cos t
s

~y(t) = \/ismtsm T sint|, tel0,2n].
V2cos T Y

Somit ergibt sich die folgende Rechnung fiir den Fluss:

o cost —sint 21
j{ wdz = / costsint| - | cost | dt = / — costsint + cos? t sin tdt
95 0 sint 0 0
_ cos?t  cos® 2 —0
2 3],
Aufgabe 6
Berechnen Sie das Oberflachenintegral [ F(x)-ndzx fir

(@ F(z)=z = (v1,72,23)7,S 21 +22 + 23 =10 (a >0), 21 >0, x93 >0, 23 >0,
n zeige nach oben.

(b) F(z) =z = (z1,72,23)T, S : 22 + 23 + 22 = a® (a > 0), n zeige nach auBen.
Berechnen Sie das Integral mit und ohne Verwendung des GaufBBschen Integralsatzes.

Lésung:

(a) Parametrisieren S mit

T
p(x1,22) = T2 0<z1<a,0<x9<a—m
_CL — 1 — X2
[ 1
pml = 0 ng = 1
-1 -1
0—(-1) 1
:>pm1 prg = 0_(_1) - 1
1-0 1
Pay X D 1|}
1 o
—_— n.=- —— = — 1
P21 X Py || V3 1
S = ||pz; X Day||dz1dze = V3dzdzsy
a a—x1 ] 1 1
= / F(x) ndS = / T9 1 —=11 V3dzodz
S 21=0 Jx2=0 a— T — T \/g 1

a a—1x1
= / / xr1+ X2 + (a — X1 — l’z)dﬂjgdxl
xr1=0 Jxo=0

a 1 a 3
:/ a-(a—a:l)dxlza‘g—ag-[ ﬂ =
21=0 2 "y 2

5



(b) F(x) = x, S Kugeloberflache mit Radius a

acos psin
+ Ohne GauB: S param. durch p(p,6) = | asinpsinf | mit ¢ € [0,27) und 6 € [0, 7]

acos

—asinpsinf acos p cos 6

= p, = acos<psm9 pg = | asinpcosf

—asinf
cos psin 6
Do XDPp=...=—a 2sin @ [ singsin 6
cosf
lpe % pol| = a® sin 6
dS = a?sin fdpdf
—py X p cos @ sin 6 "
— = 20 sinpsinf | = —
oo xpoll ~ \ "5 T ]
F(z)=x =p(p,0) =an
2
/F )-ndS = / / agma % sin AdOdy
= 271a® [— cos 9]0 = 47a?
* mit Gaul3:
x1
/ F(z)- dSGiJB/ div (F(z))dV = / div [ 2o | dV
S v 3
27
—3/ / / 1 -2 sin0drdfdy
=3- 27r3a [~ cos 0] = 4ma®
Aufgabe 7

Berechnen Sie mit Hilfe des Satzes von Gauss das Flussintegral [, vdO

a) fir das Vektorfeld
2
Yy
v(z) = r2
(2 —1)
und den Bereich B, der vom Zylinder 2> + 3> = 4 und den Flachen z = 1 und z = 5 berandet
wird, sowie

b) fur das Vektorfeld

und die Kugel B um den Ursprung mit dem Radius R.



Loésung:

(a) Mit divv = 2z — 2 und der Parametrisierung (Zylinderkoordinaten)

rCcos
p(r,p,z) = |rsinp|, r€[0,2],p€[0,2n],2 €[1,5], det(p’)=r
z

folgt aus dem Satz von Gauf3

2 21 5
/ vdO = / div odV :/ / / r(2z — 2)dzdedr
0B
2 5
/ / dgp/ 22—2dz—27r[] [22—22]1

(25 — 10 — 1 4 2) = 64~7.

(b) Wir nutzen Kugelkoordinaten:

r cos wsin 6
p(r,p,0) = |rsinpsing|, rec[0,R], € [0,27],0 € [0,7] det(p’) =r*sind.
rcosf

Mit div v = 2z + 3y? + 322 folgt aus dem Satz von GauB3

/ vdO = /dlvvdV / 22 + 3y% + 322dV = / 22+ + 2%) + 22 — 32%2dV
0B

21
/ / / 3r2r? sin 0d0dpdr

2
+ / / / (2r cos sin @ — 3r2 cos? @ sin? )72 sin AdOdipdr.
0

Fir das erste Integral auf der rechten Seite erhalten wir

R 21 T R 27 s
/ / / 3r2r? sin #d0dedr = 3/ r4d7‘/ dcp/ sin 6d6
0 0 0 0 0 0
51 R
12
= 6m [EL [—cosb]) = €R57r.
Fir das zweite Integral gilt

2
/ / / (2r cos sin § — 3r? cos? @ sin? )72 sin AdOdpdr
0
R 2 ™ R 2m s
= 2/ T?’dr/ cos cpdcp/ sin? 0d6 — 3/ r4dr/ cos? godgo/ sin® 0d#
0 0 0 0 0 0
=0

1 Tcospsing %" cos> 1"
= -3 [] [ + } [— cos 0 + }
0 0 3 1o

5 2 2
3 5 2 4 .
5R ( 3) 5R v
Insgesamt erhalten wir fiir den Fluss
12 4 8
/ vdO = —R%r — ZR’7r = —R°r.
oB 5 5 5



