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5. Ubung: Extremwertaufgaben (Ldsungen)

Aufgabe 1

Bestimmen Sie die Punkte, in denen sich die folgenden Gleichungen nach y auflésen lassen.
(@24 22y —y>=da*>,acR, Oye? =z (c)a¥=y* x,y>0.

Lésung:

(a) Wir setzen F(z,y) = 2% + 22y — y? — a® = 0 und erhalten damit

oF
il — 20 — 9.
ay(x,y) r—2y

Es gilt %—Z(m,y) = 0 fir x = y und %—g(x,y) # 0 furz # .

(b) Wir setzen F(x,y) = ye¥ — x = 0 und erhalten damit

oF
yy(ﬂfw) = e/ +ye’.
Es gilt %—f;(x,y) = 0 nur fir y = —1 (und damit z = —%) und sonst %(m,y) £ 0.

(c) Wirsetzen F(z,y) = z¥ — y* = 0, was uns z¥ = y* liefert. Mit der Ableitung

F
aay(:p, y)=a2Ylnz —zy**

1 1

erhalten wir damit z¥ Inz — xy®*~
ist die Funktion in der Menge

=y®Inz —xy” " = 0, was dquivalant zu y = .~ ist. Ergo

X
R?: a2V = y" —
{(wy) R e =y y # . —

nach y auflésbar.

Aufgabe 2

Bestimmen Sie die Tangente an den Graphen y = y(z) der durch ¥ — y + = = 1 definierten Kurve
in R? im Punkt 2 = 0. Wie lautet die zweite Ableitung ¢ (0)?

Lésung:
Wir setzen F'(x,y) = €™ —y + 2 — 1 = 0 und erhalten damit

oF OF
By =y AL g (zy) = we — 1.
Es gilt fiir 2o = 0, dass dann F(zg,50) = e —yo+0—1=1—1y9—1 = —yp, ergoist yo = y(0) = 0.
Damit ist %—5(1:0, yo) = 0e” — 1 = —1 # 0 und die Kurve lokal nach y auflésbar. Deren Ableitung ist
nach Satz 9.27 op
o xo, yo eIOyO + 1
y/(zo):_aa;( ) :_ZJO -1

Wy(xoayo) zoe®o¥o —1



Die Tangente hat somit die Gleichung ¢(z) = z. Die zweite Ableitung erhalt man, wenn man ¢/(z)
einfach nochmal nach z differenziert. Dabei ist allerdings zu beachten, dass y = y(z), wir missen
also die Kettenregel anwenden:

z)er¥(@)
y//(x):j<_y( ) Y +1>

€T xexy(z) —1
@™ 1 y(@)e @ y(e) + 2y (@) (@@ — 1)
(weov(@) — 1)2
(exy(x) + zey(®) ly(z) + zy/(z)]) (y(x)exy(x) +1)
(zemy@) —1)2

+

Einsetzen von x = 0, y(0) = 0 und 3/(0) = 1 liefert

" (1e"+0) (0-1)  ("+0)(0+1) _
YO ="zt e e 2

Aufgabe 3
Berechnen Sie Lage und Art aller lokalen Extrema der Funktion f : R2 — R mit f(z,y) = e~ (#"+¥°),
Bestimmung der stationaren Punkte:

fx:—2$gi2+ﬁl:0 = x=0

>0

fy=—2y @) —0 = y=0
>0

Damit kommt nur der Punkt (0, 0) als Extrempunkt in Frage.
Betsimmung der Hessematrix in (0,0):
foa = (2% —2)e” @) = £,(0,0) = -2
fyy = (43/2 - 2)6_($2+y2) = fyy(070) = -2
foy = dzye” ) = F(0,0) =0
fy2(0,0) = f24(0,0) =0

Damit ergibt sich die Hessematrix zu

H(0,0) = (_3 _g) .

Diese Matrix ist offensichtlich negativ definit und damit liegt in (0, 0) ein Maximum vor.

Aufgabe 4

Gegeben ist die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = 2 + 2zy + 8y> — 62 — 34y + . Bestimmen
Sie den reellen Parameter v so, dass der Graph von f die Ebene z = 7 berlhrt. Geben Sie die
Koordinaten des Beriihrpunkts an.

Lésung:



Der BerlUhrpunkt kann nur ein stationdrer Punkt der Funktion sein. Genauer muss er sogar ein
Extrempunkt sein. Also muss die Funktion zuerst auf Extrempunkte untersucht werden.
Bestimmung der benétigten Ableitungen:

fe=2x+2y—6
fy =2z + 16y — 34

f:va: =2
fyy = 16
fxy = fyr =2

Damit ergibt sich der stationéare Punkt als Lésung des lineraen Gleichungssystems

2x4+2y =6
2z + 16y = 34

Dies liefert den stationaren Punkt (1, 2). Die Hessematrix ergibt sich zu

H(1,2) = @ 12) .

Diese Matrix ist positiv definit (Sylvester-Kriterium) und damit liegt in (1, 2) ein Minimum vor. Dieses
Minimum hat den Funktionswert f(1,2) =1+ 4+ 32 — 6 — 68 + v = v — 37. Damit der Graph von
f die Ebene z = 7 nur beriihrt, muss f(1,2) = 7 gelten, was nur fir v = 44 zutrifft.

Aufgabe 5

Zeigen Sie, dass f : R? = R, f(z,y) = y*> — 122 keine lokalen Extrema besitzt.
(Hinweis: Man muss nicht die stationdren Punkte berechnen, um diese Aufgabe zu I6sen.)

Lésung:

Far die Funktion gilt:
1
—5 0
— 2

Die Hessematrix dieser Funktion ist also konstant und indefinit. Sollte es also stationédre Punkte (in
(0,0) liegt tatsachlich ein stationérer Punkt vor) geben, so besitzen diese eine indefinite Hessematrix
und kénnen somit keine lokalen Extrema sein.

Aufgabe 6

Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f : (0,00)% — R, f(z,y) = y* + 22 — In(x + y).

Lésung:

Bestimmung der stationaren Punkte:

1
Jo =2z — =0 = 22%+2y=1
r+y
1
=2y — =0 = ul4+2ay=1
fy =2y Tty y Y

Ergo, muss gelten

202 +2ry=1=22+2zy = 2°=3°> = |z = |y|



und da wir nur positive x, y betrachten, also x = y. Damit folgt

1 1
202 +22° =1 = x2:1 = w=4,

und mit kommt nur der Punkt (0.5, 0.5) als Extrempunkt in Frage.
Bestimmung der Hessematrix in (0.5, 0.5):

Joz =2+ TR = fz(0.5,0.5) =3

fyy =2+ e = fyy(0.5,0.5) =3
1

fxy = m = fxy(0,0) =1

fy2(0.5,0.5) = f,,,(0.5,0.5) = 1

Damit ergibt sich die Hessematrix zu

H(0.5,0.5) = G’ :1))) .

Diese Matrix ist nach Satz 9.33 (a;,; = 3 > 0 und det(H;(0.5,0.5)) = 9 — 1 = 8 > 0) positiv definit
und damit liegt in (0.5,0.5,0.25) ein Maximum vor.

Aufgabe 7

Bestimmen Sie das maximale Produkt xyz dreier nichtnegativer Zahlen z, y und z, deren Summe
gleich 105 ist.

Lésung:

Wir erhalten das folgende Extremalproblem mit einer Gleichungsnebenbedingung.

flx,y,2) = ryz — max
g(x,y,2)=x+y+2z—105=0

sowie x,y,z > 0. Die Lagrange-Funktion L(z,y,2z,\) = f(x,y,2) + A\g(z,y, z) liefert folgende
Bedingung fir einen stationaren Punkt:

Ly: O=yz+ A
Ly: O0=xzz4+ X\
Lo: O0=2xy+ A
Ly: O=z+y+2z—-105

Da man die Falle x = 0, y = 0 oder z = 0 als Maximalpunkte ausschlieBen kann (da das Produkt
dann 0 ist). Muss also gelten:
TY =2 =Yz = —N\

Da x, y und z alle von 0 verschieden sind muss gelten x = y = z. Da die letzte Bedingung (Summe
muss 105 ergeben) noch erfillt werden muss, ist das Produkt also fir x = y = z = 35 maximal.
Das Produkt betragt dann 353 = 42875.



Aufgabe 8

Ein Dosenhersteller will fir seine zylindrischen Blechdosen bei einem vorgegebenen Blechver-
brauch von 6007 cm? ein méglichst groBes Fassungsvermdgen erreichen. Bestimmen Sie das ma-
ximale Volumen einer solchen Blechdose und die entsprechenden Abmessungen.

Hinweis: Die Oberflache eines Zylinders der Héhe h und mit Radius r ist 277 (r + h).
Ldsung:
Die Zielfunktion ist V (r, h) = 7r2h, welche unter der Nebenbedingung 27 (r+h) = 6007 maximiert
werden soll. Wir erhalten das folgende Extremalproblem mit einer Gleichungsnebenbedingung:
V(r,h) = mr’h — max
g(r,h) =r(r+h) —300=0
Die Lagrange-Funktion L(r, h,A) = V(r,h) + Ag(r, h) liefert folgende Bedingung fir einen statio-
naren Punkt:
L.: 0=2rrh+ A2r+h)
Ly: 0=mr+A(r)=r(mr+\)
Ly: 0=r(r+h)—300.

Da man die Falle » = 0 und h = 0 als Maximalpunkte ausschlieBen kann (da das Volumen dann 0
ist), folgt aus Ly, = 0

mr+A=0 = A= —7r,
eingesetzt in L, = 0 ergibt das

2 2
onrh — mr(2r + h) = 27r —7r)h —27r* =0 = h= ™o 2r,
o

welches nun in mit L, = 0 folgendes liefert:
300=r(r+2r)=3% = 100=r> = 10=]r|

Damit wird das maximale Volumen also fir » = 10 und A = 20 erreicht und betragt V'(10,20) =
7100 - 20 = 20007.



