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4. Ubung: Totales Differential und vektorwertige Funktionen (L6sungen)

Aufgabe 1

Berechnen Sie fir die folgenden Funktionen das totale Differential:
(@) flzy)=2+L  (b) flz,y,2) = 2e” T+,

Lésung:

Totales Differential df = %Ldx + 3Ldy

a)d(s+2)=(L-%)do+ (L-5)ay

b) d ($€I2+y2+22) = (222 + 1)(3752‘*'?42*22 dx + 2xye$2+y2+22 dy + 2 ze® VP22 1,

Aufgabe 2

In einem Experiment wird aus einer Messung von Spannung U und Stromstarke I ein Widerstand
mit dem Ohmschen Gesetz R = % berechnet. Wie hangt der relative Fehler des Widerstands mit
den relativen Fehlern von Spannung und Stromstarke zusammen?

Lésung:
Fir das totale Differential von R = U/ gilt:

OR OR 1 U
dR = @dU—i- Wd[ = <I> dU + <_I2> dl

- (Eo- (3

Dies ergibt fiir den relativen Fehler:

dR _dU _dI _[dR| _|dU|  |dI

R U I R|™|U I
Dieses Ergebniss hatte man auch direkt aus der Vorlesung erhalten. Dort wurden relative Fehler fir
Funktionen der Form f(z1,z2,...,2,) = 271 x5? - - - 2™ hergeleitet.

Aufgabe 3
Gegeben sei die Cobb-Douglas Produktionsfunktion

y(p1,p2) = 9pf/ 3p§/ ’,

Schétzen Sie mit Hilfe des totalen Differentials die Anderung des Produktionswertes, wenn man p; =
27 um eine Einheit verringert und p2 = 8 um zwei Einheiten vergréBert, nach oben ab. Vergleichen
Sie den Wert mit dem exakten Anderungswert.

Loésung:



Wir erhalten als partielle Ableitungen

Jy ~1/3 1/3 dy 2/3 —2/3
8p1(p17p2> D1 by apQ(pMPQ) D1 Py )

und als totales Differential in (p1, p2) = (27, 8) folglich

6v/8 3(V/27)? 27
dy(27,8) = —=dp1 + — dps = 4dpy + —dps.
y( ) ﬁ P1 (\g/g>2 D2 D1 A D2
Damit ergibt sich als approximative Anderung von y
27 27 35
|Ay| < 4[Ap| + Z\Am’ =4-1+ T 2= -5 = 17.5

Die tatséchliche Anderung ist

|Ay| = |y(27,8) — (26, 10)| ~ |162 — 170.1733| = 8.1733.

Aufgabe 4

Von einem geraden Kegelstumpf hat man die Radien der Grundkreise mit ry = (30+1) mm, 19 =
(60 £ 1) mm sowie die Hohe mit h = (50 £ 0, 2) mm gemessen.
Bestimmen Sie den absoluten und den relativen Fehler bei der Berechnung des Kegelstumpfvolu-

mens nach der Formel

h
V= %(r% + 7179 + 73).

Lésung:

Fir das Volumen erhalten wir V' = 1050007 mm?.
Das totale Differential von V ist
917 oV oV
dV = —d —d —dh.
o T 9 T B
Die Abweichungen sind dr; = £1 mm, dry = 1 mm und dh = £0.2 mm. Die partiellen Ableitun-
gen far r; = 30 mm, ro = 60 mm, h = 50 mm sind

oV wh

o :%(ml + 1) = 20007 mm?
1

vV rh

. :%(7“1 + 29 = 25007 mm?
2

oV

S :%(r% +rirg +73) = 21007 mm?

Damit lasst sich die totale Abweichung abschéatzen:

dV = 420007 mm? + 2500 mm?® + 4200 mm?
|dV | < 420007 mm3 + 25007 mm? + 420 mm?3 = 49207 mm?

Das ergibt insgesamt (mit dem absoluten Fehler) V = (105000 4 4920)7 mmS3.

. 0 4920 mm3
Der relative Fehler ist dann 5=550-"m s ~ 4.7 %.



Aufgabe 5

Um wieviel Prozent kann das errechnete Volumen eines geraden Kreiszylinders fehlerhaft sein,
wenn der Radius mit 0, 5 % und die Héhe mit 1 % fehlerhaft gemessen werden?

Lésung:

Wir setzen fur den Radius r = ro £ dr = 1o % 55570. Analog fiir die Hohe h = ho £ dh = ho % 155ho.
Das Volumen ergibt sich dann mit V' = wr?h = wrghy.
Das totale Differential ist

dV = (m2rh)dr + (7r?)dh

1 1
= (WQTOhO)%TO + (W(Q))mho
2 2
2 2
— 2R (—— + —) = 7r2hg——.
moho(550 + 7o) = ™ol 7gg

2p 2
Das heiBt, dass der relative Fehler ist 47 = moho10s — o0

7T7‘3 ho
Aufgabe 6

Berechnen Sie die Ableitungen (Jacobi-Matrizen) folgender Funktionen:

ZeBzy

@ f:R3 - R? f(x,y,z):[ v’ }

(b) g:R2 — R3, g(:c,y):[ yoina ]

sinz cosy

() h:R2 >R, h(r¢) = [ZZ?S?}’

d) v:R—=R3, ()= [g%?f}

Haben Sie eine Vorstellung, was die Funktion ~ in (d) beschreibt?

Lésung:
siny T CosYy
0 2y 0 .
f’(m,y,z) = |:3y263acy 323ty egxy:| g'(:z,y, z) = 7 COS T sin
cosxcosy —sinxsiny
. —sint
' __|cos¢ —rsing oo
hir, ¢) = Lingﬂ) rcosgb] v(#t) = COISt
Aufgabe 7
Gegeben seien
g:R—=R% g(t) = cost , f:R2= R, f(zx1,22) =22sinzy.
t3 1

Berechnen Sie die Ableitung der Komposition & : R — R, h := f o g mit Hilfe der Kettenregel.
Loésung:



; —sint
f/(xba:Q) = [2351 sin xo x% cos:cQ] g'(t) _ [ by }

(fog)(t)=f'(g(t) - ¢'(t) = [2costsin(t?) cos®tcos(t?)] - [_?)Stlélt}
= —2sint costsin(t?) + 3t% cos? t cos(t?)

Diese Ableitung hétte auch dadurch berechnet werden kénnen, indem man zuerst f o g =
cos? tsin(#3) berechnet und dann ableitet.

Aufgabe 8

Durch z = x’% ist eine Flache in R? definiert. Schrankt man die Werte von x und y auf
(z,y) = (e',e7), teR,

ein, erhalt man eine Kurve auf dieser Flache. Bestimmen Sie die Ableitung i—f mit Hilfe der Ketten-
regel. An welchen Stellen verlauft die Kurve horizontal, d.h. parallel zur z-y-Ebene?

Lésung:

Wir erhalten
0z ylx +y) —xy y? 0z z(x +y) —zy x?
7($7y): ( ) P} = PR 7(1"7:‘/): ) 2 = PRI
Ox (z+y) (+y) Ay (z+y) (z +y)

sowie % () = exp(t) und % (t) = — exp(—t). Mit Kettenregel folgt

z z z dz
G = | et exn(-). el ew-0)| |40
_ { exp(—2t) exp(2t) } { exp(t) ]
(exp(t) + exp(—t))2" (exp(t) + exp(—t))2| | —exp(—t)

_exp(=2t+t) exp(2t —t)
(exp(t) + exp(=t))*  (exp(t) + exp(—t))?

__oxp(=t) —exp(t)
(exp(t) + exp(—t))*

Als Probe bietet sich das Differenzieren von »(t) = 2ol — 1 an,

Wenn die Kurve horizontal verlaufen soll, dass muss gelten, dass % =0, ergo

_dz  exp(—t) —exp(t)

T@ few(rep-gp T eR TRl e e meet)

0

also ¢t = 0, was auf den Punkt (1, 1,0.5) fuhrt.



