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4 Endwert des Zeigerausschlags

| — Bild IX-37
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Anmerkung : Die Losung lédsst sich damit auch in der folgenden Form darstellen:
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Beispiel 16: Erzwungene mechanische Schwingung

Inhomogene lineare Dgl 2. Ordnung (erzwungene
Schwingung, Aufsuchen einer partikuliren Losung)

Ein schwach geddmpftes schwingungsfihiges mechanisches System mit dem Dampfungsfaktor
0 und der Eigenkreisfrequenz wq (des ungeddmpften Systems) wird von auflen durch eine
periodische Kraft mit derselben Kreisfrequenz wo zu erzwungenen Schwingungen angeregt.
Losen Sie die Schwingungsgleichung

¥4+ 20x + wlix =a-cos(wot) (mit 0 < wy)
fiir die Anfangswerte x(0) = 0 und v(0) = x(0) = 0.

x = x(t): Auslenkung des Systems zur Zeit t; F = F - cos (wot): periodische duBere
Kraft mit Fy > 0; m: Schwingungsmasse; a = Fo/m

Lehrbuch: Bd. 2, IV.3.4 und IV4.1.4
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Losung:
Wir 16sen zunichst die zugehorige homogene Dgl

¥ 4208 +wlix=0

durch den Ldsungsansatz (Exponentialansatz) x = e*', x = A -e* und ¥ = A% - e*!
und erhalten die Gleichung

AP et 4200 et 4wl et =0
Division durch e*’ # 0 fiihrt schlieBlich zu der charakteristischen Gleichung
AP +200 +wi=0

Diese besitzt bei der vorausgesetzten schwachen Dampfung (0 < wg) konjugiert komplexe
Losungen:

Aip=-0£4/0> —wl=-0t/-(w}-0")=-0+/-wi=-0+ju,

N——— S——
<0 w; >0

Wir erhalten somit eine geddmpfte Schwingung mit der Gleichung
xo(f) = e % [Cy - sin(wgt) + Cy - cos (wgt)] mit wg = o} — 02

(sieche Band 2, Abschnitt IV.4.1.3.1). Eine partikulire Losung x, dor inhomogenen Schwin-
gungsgleichung findet man mit dem Losungsansatz

x, = A -sin(wot) + B - cos (wot)

(siche Band 2, Abschnitt IV.3.4, Tabelle 2; Storfunktion: g () = a - cos (wo?)).

Mit diesem Ansatz und den zugehorigen Ableitungen
Xp = woA - cos (wot) — woB - sin (wqt)
¥, = —w3A - sin(wgt) — wiB - cos (wot)
gehen wir in die inhomogene Dgl ein:
—w3A - sin(wot) — @3B - cos(wot) + 20 [woA - cos (wot) — woB - sin (wot)]+
+ @3 [A - sin(wot) + B - cos (wot)] = a - cos (wot) =
—w3A - sin(wot) — @3B - cos(wot) + 20woA - cos (wot) — 20w B - sin (wot) +

+ oA - sin(wgt) + wlB - cos(wot) = a - cos (wgt)
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Diese Gleichung reduziert sich wie folgt:
20woA - cos (wot) — 20woB - sin(wot) = a - cos(wot) + 0 - sin (wo?)

Auf der rechten Seite haben wir dabei den verschwindenden Sinusterm 0 - sin (wt) addiert.
Durch Koeffizientenvergleich der Kosinus- bzw. Sinusterme beiderseits lassen sich dann die
gesuchten Koeffizienten A und B bestimmen:

a

—_— d —20woB =0 B=20
26(00 un o =

25(1)()A =a = A=

Somit lautet die partikuldre Losung

Xp - sin (wot)

_a
B 20w 0
Die allgemeine Losung der inhomogenen Schwingungsgleichung ist dann die Summe aus x
und x,:

x(t) = xo +x, = e %"[Cy - sin(wgt) + Cz - cos (wy1)] - sin (wot)

n a

20w 0
Die beiden Integrationskonstanten C; und C, berechnen wir aus den Anfangsbedingungen
x(0) = 0 und x(0) = 0 wie folgt:

x(0)=0 = 1[C1-sin0+C2-cosO]+%wo-sin0:O =
CLo0+Crl4=—0=0 = 04C+0=0 = C,=0
2(5&)0
Zwischenergebnis: x(f) = C; - e~ %" - sin (wqt) + 9 in (wot)
2(5(,()0
Die bendtigte Ableitung X (¢) erhalten wir mit Hilfe der Produkt- und Kettenregel:
X(1) = Ci[e %" (=0)-sin(wgt) + cos (wat) - wq-e '] + 26aa) “cos (wot) - wo =
0
= C-e % [=0-sin(wgt) + wg - cos (wqt)] + %-cos(wot)
x(0)=0 = Cl~1[—6-sin0+w,1-c030}—1—%-0050:0 =
Cil-0 04wy - 1]+21=20 = Coj+a=0 = ¢ =--2
: ¢ 20 TR T T 20wy

Die erzwungene Schwingung wird somit durch die Gleichung

x(t) = — Zéawd ce % . sin(wgt) + 2(5aa)0 - sin (wot) =
~a [sin(wer) e - sin(wyt) £ >0
o 26 wo w4 ’ -

beschrieben.
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Sie besitzt den in Bild IX-38 dargestellten Verlauf.

Bild IX-38

Im Laufe der Zeit stabilisiert sich diese Schwingung, da der zweite Term exponentiell gegen null
abklingt, zu einer reinen Sinusschwingung mit der Kreisfrequenz wo und der Schwingungs-

amplitude A = a (siehe Bild I1X-39):
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Bild IX-39

Beispiel 17: Gleichung einer Seilkurve (Kettenlinie)

Nichtlineare Dgl 2. Ordnung (Substitutionsmethode,
Trennung der Variablen)

Die Kurvengleichung y = y(x) eines an zwei Punk-
ten A und B befestigten freihdngenden Seiles, das
ausschlieBlich durch sein Eigengewicht belastet wird,
genligt der nichtlinearen Dgl 2. Ordnung
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Seilkurve y =y (x)

q: Eigengewicht des Seils pro Lingeneinheit
Fp: Konstante Horizontalkomponente der Seilkraft
k=F H / q

Bild IX-40



