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7. Ubung: Klassische Wahrscheinlichkeit

Aufgabe 1

Bei einem Wurf mit zwei Wiirfeln werden folgende Ereignisse betrachtet:
A: Die Augensumme ist gréBer als 7.

B: Genau eine der beiden Augenzahlen ist eine 5.

C: Es wird keine 1 gewdrfelt.

a) Bestimmen Sie zunachst die Grundgesamtheit von Elementarereignissen €2 und Uberzeugen Sie
sich davon, dass A, B, C Elemente der o-Algebra sind. Definiere au3erdem eine Zufallsvariable,
mit der A beschrieben werden kann.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten
P(4),P(B),P(C),P(ANB),P(ANC),P(BNC),P(AUB),P(A|B), P(A|C), P(C|A), P(B|C).

c¢) Sind die Ereignisse A und B unabhangig bzw. disjunkt?
Lésung:

a) Die Grundgesamtheit €2 lautet hier:

Q = {,Warfel 1 zeigt 1 und Wirfel 2 zeigt 1, ..., ,Wirfel 1 zeigt 1 und Wirfel 2 zeigt 6,

,Wirfel 1 zeigt 6 und Wirfel 2 zeigt 1, ..., ,Wirfel 1 zeigt 6 und Wiirfel 2 zeigt 6} ,

und mit geeigneter Abkiirzung w; ; = (i,j) = ,Wirfel 1 zeigt i und Wiirfel 2 zeigt j* 1asst sich
dies kompakter schreiben als

Q={wi;}? 0 ={(1,1),...,(1,6),...,(6,1),...,(6,6)}.
Die Ereignisse A, B, C lassen sich als Vereinigung der Elementarereignisse darstellen,

A={(2,6),(3,5),(3,6),(4,4),(4,5), (4,6), (5,3), (5,4),
(5,5),(5,6),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5), (6,6)}

B ={(5,1),(5,2),(5,3),(5,4), (5,6),(1,5),(2,5), (3,5),(4,5),(6,5)}

C=1{(22),...,(2,6),(3,2),...,(3,6), ... ,(6,2),...,(6,6)},

und sind damit Elemente der o-Algebra.

Die Zufallsvariable X = Q — R, definiert als X (w; ;) = i + j, lasst uns das Ereignis A auch
durch A = {w € Q: X(w) > 7} oder kurz A = {X > 7} beschreiben.



b) Da man einen Wurf mit zwei Wurfeln auch als zweimaliges Werfen eines Wirfels “ohne Zuriick-
legen” betrachten kann, gibt es genau 6 - 6 = 36 mdgliche Wurfergebnisse. Man Uberlegt sich
leicht, dass es genau M (n) = 6 — |n — 7| Méglichkeiten gibt, um die Zahl n € [2,12] N N zu
erhalten.

Im Folgenden kommen jeweils die Uberlegungen und Rechnungen zu den gegebenen Ereignis-
sen.

A Die Funktion M nimmt fir Werte gréBer als 7 die Werte 1 bis 5 an (in umgekehrter Reihenfol-
ge). Somit gilt mit GauBscher Summenformel

5 1
. 5-9-6
36 36 12

B Hier gibt es zwei Méglichkeiten. Der erste Wurfel kann eine 5 sein, dann muss der zweite
Woirfel von 5 verschieden sein. Ebenso kann der zweite Wirfel die 5 sein und der erste
Wirfel muss einen anderen Wert annehmen. Somit ist

Lo _10_5
6 6 36 18
C Beide Wirfel missen von 1 verschieden sein, fir beide Warfel gibt es dafir 5 mégliche Er-

gebnisse.
5\ 25
P(C)=(2) ==
(©) (6) 36

AN B Bis auf Reihenfolge gibt es nur die Méglichkeit einer 5 kombiniert mit einer 3,4 oder 6 zu

P(B) =2

wrfeln: L1 1
P(ANB)=2 - --=—.
( ) 6 2 6

ANC Dadas “kleinste” 8er Ergebnis aus dem Paar (2, 6) besteht, kann es keine 1 geben, wenn

eine 8 oder mehr gewurfen wurde. Somit ist A N C° = () bzw. A € C. Es folgt

5
P(ANC)=P(4) = —.
12
BN C Wir benétigen eine 5 und ein von 1 sowie 5 verschiedenes Ergebnis:
1 2 2
PBNC)=2-—-.-=—-.
( ) 6 3 9

AU B Wir addieren die Wahrscheinlichkeiten beider Ereignisse, missen allerdings deren
Schnitt abziehen. Dieser besteht aus Ergebnissen, die genau eine 5 haben und in der Sum-
me mehr als 7 betragen, also (5, 3), (5,4) oder (5, 6) (bis aus Reihenfolge). Wir erhalten

15+10-2-3 19
P(AUB) = -+ 720 9
36 36

Fur die bedingten Wahrscheinlichkeiten erhalten wir:

_P(ANB) _ 1/6 6 3
P(AIB) = P(B)  10/36 10 5

P(ANC)  5/12 3
P(C)  25/36 5’

P(ANC) _5/12
P(A) 5/12

P(A|C) =

P(C|A) =

sowie oipien L P(BNC) _ 2/9 8
(BIC) = P(C) ~ 25/36 25
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c) Die Ereignisse A und B sind wegen

5 b 1
= -—#-=P(ANB

12 18 7 6 (4N B)
nicht unabhéngig. Die Ereignisse sind auch nicht disjunkt, denn das Ergebnis (5, 6) liefert eine
Summer gréBer als 7 und hat genau eine 5.

P(A)P(B)

Aufgabe 2

In einer Halle befinden sich vier unabhéngig voneinander arbeitende Maschinen, die in einem be-
stimmten Zeitraum mit den Wahrscheinlichkeiten 0.9, 0.95, 0.8 bzw. 0.85 nicht ausfallen.

Man berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass in diesem Zeitraum
a) alle vier Maschinen arbeiten b) keine Maschine arbeitet
c) genau eine Maschine arbeitet  d) genau zwei Maschinen arbeiten
e) genau drei Maschinen arbeiten f) wenigstens eine Maschine arbeitet!

Ldsung: Es bezeichne im Folgenden X die Zufallsvariable, welche angibt, wie viele Maschinen
arbeiten.

a) Da die Maschinen unabh&ngig voneinander arbeiten, kénnen wir deren Arbeitswahrscheinlich-
keiten multiplizieren:
P(X =4)=0.9-0.95-0.8-0.85 = 0.5814.

b) Die Ausfallwahrscheinlichkeiten p,ys erhalten wir Uber die Beziehung par, = 1 — paus. Mit Unab-
héngigkeit folgt analog

P(X =0)=0.1-0.05-0.2-0.15 = 0.00015.

c) Es muss genau eine Maschine arbeiten und die anderen drei ausfallen. Wir addieren die Wahr-
scheinlichkeiten der vier disjunkten Ereignisse, dass jeder der vier Maschinen einzeln ausfallt:

P(X=1)=0.1-0.05-0.2-0.85+0.1-0.05-0.8-0.15
+0.1-095-0.2-0.15+0.9-0.05-0.2-0.15 = 0.00565.

4 4!
(2)‘2!.2!_6

Md&glichkeiten, dass von vier Maschinen genau zwei ausfallen:

d) Wir gehen analog vor, es gibt

P(X=2)=0.1-0.05-0.8-0.854+0.1-0.95-0.2-0.85
+0.1-095-0.8-0.15+0.9-0.05-0.2-0.85
+0.9-0.05-0.8-0.154+0.9-0.95-0.2-0.15 = 0.06965.

e) Analog zu b), hier gibt es vier Moglichkeiten fiir die Position der ausgefallenen Maschine:

P(X=3)=0.1-0.95-0.8-0.854+0.9-0.05-0.8-0.85
+09-095-0.2-0.854+0.9-0.95-0.8-0.15 = 0.34315.

f) Das Ereignis einer existenten arbeitenden Maschine ist das Komplement des Ereignisses keiner
arbeitenden Maschine, sprich dem Fall, in welchem alle Maschinen ausgefallen sind. Ergo gilt

P(X >1)=1-P(X =0)=1—0.00015 = 0.99985.
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Aufgabe 3

Bei den Schaltungen a) und b) kénnen die jeweiligen Bauelemente (in der Gesamtheit) unabhan-
gig mit den angegebenen Wahrscheinlichkeiten ausfallen, wobei der Ausfall eines Bauelements die
Unterbrechung des Stromes an der betreffenden Stelle zur Folge habe. Man gebe die Wahrschein-
lichkeit dafiir an, dass jeweils zwischen den Punkten X und Y Strom flieBen kann!
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Lésung:

a) Wir bezeichnen zunachst die Ereignisse, dass die einzelnen Bauteile intakt sind. Dabei seien die
oberen, in Reihe geschalteten Bauteile A bzw. B, und das parallel dazu verbaute Teil C, d.h.
P(A) = 0.8, P(B) = 0.9 sowie P(C) = 0.75. Analog zu Aufgabe 6 des letzten Ubungsblattes
muss fir intakten Stromfluss mindestens ein intakter Weg existieren, sprich beide oberen Bau-
teile oder das untere muss intakt sein. Somit sind wir am Ereignis (AN B) U C interessiert. Somit

gilt

P(ANB)UC) =P(ANB)+P(C) —P(ANBNC) """ P(A)P(B) + P(C) — P(A)P(B)P(C)

= P(A)P(B) (1 —P(C)) +P(C) = 0.8-0.9-0.25 + 0.75 = 0.18 + 0.75 = 0.93.

Alternativ kénnen wir uns auch tberlegen, dass “Stromfluss in mindestens einer der parallelen
Wege” das Komplementarereignis von “kein Stromfluss auf beiden Wegen” ist. Die Wahrschein-
lichkeit fir Ausfall in der oberen Leitung erhalten wir iber das Komlementéarereignis “beide Bau-
elemente intakt” als 1 — 0.8 - 0.9 = 0.28. Somit liefert uns die Rechnung 1 — 0.28 - 0.25 = 0.93
das gleiche Ergebnis.

b) Analog interessieren wir uns fir das Ereignis AN(BUCUD), wobei A firr ein intaktes Bauteil und
B, C, D fir die drei intakten parallel geschaltenen Teile steht. Wir berechnen die Wahrscheinlich-
keit Uber das Komplementérereignis:
P(AN(BUCUD))=1-P([AN(BUCUD)*)=1-P(A°U (B°NC°N D))

=1—-P(4°) — P(B)P(C)P(D) + P(A°)P(B°)P(C°)P(D) = 0.7968.
Alternativ ist die Ausfallwahrscheinlichkeit der parallelen Schaltung wieder gleich 0.2-0.1-0.2 =

0.004 und somit die Wahrscheinlichkeit fir Stromfluss der gesamten Schaltung 0.8 - 0.996 =
0.7968.

Aufgabe 4

Ein Gerat besteht aus 100 unabhangigen Baugruppen gleicher Funktionstichtigkeit. Z; sei das
Ereignis, dass die k-te Gruppe zuverlassig arbeitet.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass das Geréat zuverlassig arbeitet bei P(Z;) = 99% ?
b) Wie gro3 muss P(Zy) sein, damit P(Zgeraet) = 90% ist?

Lésung:



a) Aus der Unabhéngigkeit folgt

100
PN Zi) = [[ P(Ze) = P(Z1)'™ = 0.99' = 0.36603.
k=1

b) Die Beziehung P(Z;)1% = 0.9 ist &quivalent zu P(Z;) = 0.970 ~ 0.998947.

Aufgabe 5

Von einem Krebstest sind gegeben:
Ereignisse: T': Testergebnis positiv, d.h. Verdacht auf Krebs
K: Testperson krebskrank
Wahrscheinlichkeits-Werte: P(T'|K) = P(T¢|K¢) = 0.95, P(K) = 55
Berechnen Sie P(T) und P(K|T") und interpretieren Sie die Ergebnisse!

Lésung: Mit dem Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit erhalten wir

P(T) = P(T|K)P(K) + P(T|K®)P(K®) = P(T|K)P(K) + (1 — P(T°|K)(1 — P(K))
19 1 1 199 194199 218 109

=20 200 720 200 4000 4000 _ 2000°

Aus dem Satz von Bayes folgt damit

P(T|K)P(K) 19/20-1/200 19

P(K|T) = = _
(KIT) P(T) 109/2000 218

Somit kann man von einem positiven Test keinesfalls darauf schlieBen, tatsachlich Krebs zu haben.
Es ist jedoch ein recht guter Indikator, den es weiter zu untersuchen gilt.



